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Vorwort. 



Die vorliegende Schrift stellt sich die Aufgabe, eiue Auffassung 
der vielbesprochenen geometrischen Theoreme von Riemann und 
Helmholtz zur Geltung zu bringen, welche geeignet acheint, die 
einander oft direkt widersprechenden Urteile über die analytische 
Berechtigung und die philosophische Tragweite derselben zu ver- 
einigen. Die Wahrheit liegt allerdings nur selten in der Mitte, die 
extremsten Vorläufer sind ihr da, wo eine gleichmäfsige wissen- 
schaftliche Entwicklung vorhanden ist, sehr oft am nächsten; es 
scheint jedoch, dass dieser seltene Fall hier wirklich einmal vor- 
liegt. Denii die extreme Anerkeiuiung und Fortbildung, welche 
jene Untersuchungen gefunden haben, weist nicht minder deutlich 
als der bittere Tadel, den sie als metaraathematischo Speculationen 
über sich haben ei^ehen lassen müssen, auf Misverständnisse der 
Auffassung hin, deren sich gegenüber einer wesentlich neuen (le- 
dankenreihe selbst der beste schuldig machen kann. 

Der formale Nachweis, dass die neue geometrische Raumlehre 
lediglich in psychologischer Hinsicht zu positiv wertvollen Con- 
sequenzen führt, sofern sie der empiristischen Raumtheorie der mo- 
dernen Physiologie zur Bestätigung diQnt, dass sie dagegen für die 
Erkenntnistheorie nur die negative Bedeutung besitzt, die rationa- 
listische Auffassung des Raumes als einer notwendigen und allein 
möglichen Form der Sinnlichkeit auszuschhefsen, bildet den Haupt- 
zweck der Schrift. Denn die erkenntuistheoretische Ueberzei^ung, 
welche den philosophischen Ausführungen zu Grunde liegt, steht in 
ihrem Hauptpunkte, der besonderen Fassung des Gegensatzes zwi- 
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8(ihen dem Apriorischen und Empirischen in unserer Erkenntnis, zu 
den wesentlichen Gedanken der geometrischen Raumtheorie von 
Riemann und Helmholtz in keiner notwendigen Beziehung, da jode 
specielle Gestaltung der empiiüstischen Erkenntnistheorie, wie ich 
ausführlicher zu erweisen versucht habe, von denselben unabhängig 
ist. Ich glaubte jedoch von einer Verwertung jener Ueberzeugung 
füi' die Klarstellung der einzelnen Fragepunkte um so weniger ab- 
sehen zu sollen, als heutzutage in der Erkenntnistheorie jeder noch 
das Recht besitzt, eine eigenartige Meinung zu haben. 

Die Methode, durch welche ich jenen Zweck zu erreichen suchte, 
war mir durch den gegenwärtigen Stand des Streites gegeben. Die 
irrtümliche Auffassung des eigentlichen Sinnes sowie der philophi- 
schen Bedeutung der geometrischen Theorie, welche in vielen philo- 
sophischen Schriften zu Tage getreten ist, machte es eifordei-lich, 
in erster Reihe die logische Berechtigung der rein analytischen 
Entwicklungen, sowie den Sinn ihrer anschaulichen Interpretation 
darzutun, da gerade diese beiden Punkte, an deren eigenartigem 
Fundament das Verständnis in den meisten Fällen gescheitert ist, 
in der lunfangreichen mathematischen Literatur am wenigsten zur 
Klai-stellung gekommen sind. Die gerade auch in dieser Frage 
nicht seltene Vermischung der mannigfachen philosophischen Pro- 
bleme, die sich au den Raumbegiiff anschliefeen, gebot sodann, die 
Besprechung der philosophischen Consequenzen in einer Form durch- 
zuführen, welche die verschiedenartigen einzelnen Probleme, das 
psychologische, erkenntnistheoretische, logische und allgemein ma- 
thematische möglichst scharf zu trennen erlaubte. Dass ich dabei 
Gelegenheit genommen habe, die allgemein charakteristischen unter 
den mir bekannt gewordenen Auffassungen kritisch zu würdigen, 
entsprang lediglich der Absicht, an diesem geeigneten Orte mög- 
lichst viel zur Verständigung über eine dem Irrtum vorläufig noch 
so mannigfach ausgesetzte Lehre beizutragen. Ich glaubte, durch 
eine solche ki'itische Sichtung der abgegebenen Urteile der Theorie, 
die sich das Bürgerrecht erst noch erwerben soll, am bestCTi förder- 
lich sein zu können. 

Auf eine Discussion des Versuches von Zöllner, die allgemeinen 
Gesichtspunkte der erweiterten analytischen Geometrie zu Gunsten 
der Behauptung zu verwenden, dass die Welt der uns sinnlich ge- 
gebenen Körpei' nur ein Schattenbild der vierfach ausgedehnten 
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realeu Welt der Diugo an sich oder Ideen sei, habe ich N'erzicht 
geleistet. Ich habe in den Erörterungen, welche die Einleitung zu 
dem ersten Buch des ersten Bandes der „PHncipitai einer electro- 
dynamischen Theorie der Materie" enthält, keinen Grund entdecken 
können, der diese wunderlichen Phantasien über eine körper- und 
seelenlose Welt mit den wissenschaftlichen Gesichtspunkten der ma- 
thematischen Naturforschung in Verbindung zu bringen vermöchte. 
Die ersten Maximen alles wissenschaftlichen Untei-suchens werden 
vielmehr durch solciio Speculationen geradezu aufgehoben. Es müss- 
ten doch, wie mir scheint. Gründe von der eminentesten Bedeutung 
sein, die dazu bestimmen könnten, die Schwierigkeiten der atomisti- 
schen Theorie durch die febelhafte Annahme aufzuheben, dass die 
Atome und die complicirtesten ihrer Aggregate nichts anderes als 
Schattenprojectionen einer vierfach ausgedehnten Welt von Dingen 
seien, sofern wir unter Voi-aussetzung eines Raumes von vier Di- 
mensionen ebenso wenig genötigt seien, uns die fundamentalen 
Eigenschaften der Materie, d. h. Empfindung, Gedächtnis und eine 
intellectuelle Fähigkeit zur Causalität in den Elementen unseres 
dreidimensionalen Raumes localisirt voi'zusteilen , wie wir unseren 
Schatten als den Sitz von Empfindungen und Vorstellungen betrach- 
ten, ohschon alle Veränderungen dieser Schatten durch Empfiudungs- 
vorgänge in uns ihre Bedeutung erhalten. Dennoch besteht der 
einzige unter den wenigen von Zöllner angeführten Umständen, der 
als ein Grund im Ei'nst in Betracht kommen könnte, in der Tat- 
sac.he, dass symmetrische Köi-per, wie etwa die rechte und linko 
Hand, in unserem Räume nicht nur Congmenz gebracht werden 
können. Wie aber dai-aus, dass symmetrische Figuren, etwa zwei 
symmetrische ebene Dreiecke durch ein Umwenden in die diitte 
Dimension congment werden, folgen soll, dass eine viorto Dimen- 
sion unseres Raumes für die Dinge an sich csistiron muss, das 
ist mir unfesslich geblieben. Selbst wenn es sachlich und logisch 
geiechtfertigt wäre, hier einen Widoi-spmch zwischen begriftlich 
identischen aber anschaulich verschiedenen Gebilden zu finden, so 
könnte doch der Umstand, dass wir denselben bei den zwoifacli 
ausgedehnten Figuren durch die dritte Dimension heben können, 
für sich nicht zu dem Schluss berechtigen, dass wir ihn bei den 
Körpern durch die Hypostasimng einer realen vierten Dimension 
heben müssen. Ueberdies sehe ich nicht, warum dasselbe IVobicm 
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Vi — 

uiuht bei der Supposition vierfitcli aiisgedcSinter Uiiige an sich 
wiederkehren sollte. Dies aber würde zu der Behauptung tuhren, 
dass der reale Raum und die realen Diuge, oder der Ratun und 
die Dingo an sich n-fach, d. h. unbestimmt ausgedehnt seien, dass 
also der progressm in inßnitum das wahre Sein der Dinge reprä^ 
seiitire, eine Behauptung, die so lange widersinnig bleiben wird, 
als unser Denken an den Satz vom Widerspruch gebunden ist. 
Oder aber Zöllner müsste behaupten, in der vierfach ausgedehnten 
Welt der Dinge an sich gebe es keine symmetrischen Dinge mehr; 
daraus aber würde doch folgen, dass es keine symmetrischen Schatten 
derselben, oder wie wir sagen würden, keine symmetrischen sinnlich 
wahrnehmbaren Körper geben könne, eine Behauptung, welche die 
Grundlage des Beweises selbst aufliebt. 

In der Tat, solche Versuche machen es den Philosophen fast 
zur Pflicht, die Naturforscher vor dem Bündnis mit der Philosophie 



Ich habe nur noch zu bitten, dass die Mathematiker, wo meine 
Dai'stellung der Riemanii-Helmholtz'schen Theorie und der Haupt- 
momente ihrer Entwicklung Schwächen zeigen sollte, diejenige Nach- 
sicht üben mögen, auf welche der Philosoph immer Anspruch er- 
heben darf, wenn die besondere Natur seiner Wissenschaft ihn 
zwingt, auf die Probleme einer anderen einzugehen. 

Berlin, am 12. Januar 1877. 

J>er Verfasser. 
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EINLEITUNG. 

Mit vollem Recht ist zur Cbarakterisinmg der pliilosoi>biscliGii 
Bestrebungen der Gegenwart in Deutschland auf denjenigen Zu- 
stand der philosophischen Wissenschaften hingewiesen worden, der 
dem geistigen Leben unserer Nation in der Zeit zwischen der Blüte- 
periode Wolfis und dem epochemachenden Auftreten Kants eigen- 
tümlich war. Hier wie dort ist die Entwicklung des intellektuellen 
wie des praktischen Lebens nicht zu dem Grade fester Verbindung 
der gegebenen Gedankenelemente gediehen, das3 einer miter den 
besten zu einer allgemeinen, wenn auch individuell ausgeprägten Ver- 
tretung derselben auserwahlt werden könnte. Viele Stimmen werden 
auch jetzt wieder 'laut, die berechtigten und unberechtigten An- 
sprüchen der Philosophie das Wort reden; allgemein also wird es 
als ein Bedürfnis empfunden, sei es einen überlieferten Gedanken- 
schatz fiir ein weites Gebiet nutzbar zu machen, sei es neu erwor- 
benes, widerstrebendes Material altgewohnten Kategorien anzu- 
passen. Auch gegenwärtig aber wird keine jener Stimmen weithin 
vernommen; entweder also sind jene überkommenen Fonnen nicht 
im Stande, den neuen, aus allen Wissensgebieten sich herandrän- 
genden Stoff vollständig in sich aufzunehmen, oder aber dieses 
Material läast sich noch nicht so in Verbrndung setzen, dass es eine 
Neuordnung der gestaltenden Kräfte zu einem relativen Abschluss- 
bringen könnte. 

Auch das wertschätzende Urteil über beide Perioden muss des- 
halb im wesentlichen das gleiche sem. So wenig wie jene frühere 
ZeiTissenhoit der Ueberzeugungen darf diese neue Verwilderung der 
Gedanken, wenn man den bunten Eklekticismus der letzten Jahr- 
zehnte auf diese Weise bezeichnen darf, als ein Zeicheu aUgemeinen 
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geistigen Verfalb angesehen werden. Denn nur insofern ist ein sol- 
cher auch jetzt vorhanden, als allerdings in allen Gebieten der theo- 
retischen Auffassung wie der praktischen Schätzung der Dinge nicht 
weniges früher Vernünftige zum Unsinn, manche alte Woltat zur 
Plage geworden ist. Die Zerstörung dos alten Gebäudes gleicht 
jedoch auch in der Gegenwart nicht jenem trostlosen Process all- 
mählicher Zerbröcklung, wie er einzelnen früheren Epochen eigen 
gewesen ist, sondern erfolgt durch einen im ganzen wolberechneten 
Abbruch, wie er einem bedürfnisreicheren Geschlecht, das umfassende 
Mittel zu einem Neubau zur Verfügung hat, erwünscht werden muss. 
Es ist überhaupt nur das Vorurteil einer unentwickelten Geschichts- 
auffassung, die durch den glänzenden Erfolg einzelner Persönlich- 
keiten geblendet ist, zu meinen, dass solche Perioden scheinbaren 
Verfalls die Aufmerksamkeit des Forschers nicht beanspruchen und 
seine Teilnahme nicht verdienen. Die Geschichte macht so wenig 
einen Sprung wie die Natur, Aller geschichtliche Fortschritt voll- 
zieht sich in einer aUmählichoii, durch zahllose, kaum merkbai'C 
TJebergänge vermittelten Umbildung der Gedanken. Das anschei- 
nend völlig Neue, das gelegentlich zum Vorschein kommt, einen 
bestimmten Zeitabschnitt charakteristisch zu beherrschen, ist in der 
Tat nur das Endresultat jenes langsamen Läutorungsprocesses; es 
zerreifst nicht die feinen Fäden des geschichtlichen Zusammenhangs, 
sondern bildet nur den Knotenpunkt, der einen gröfseren Teil des 
verwickelten Geflechtes zusammenhält.. Allerdings lässt sich der 
Fortschritt des Wissens und Könnens keiner geraden Linie ver- 
gleichen, aber die gerade Linie ist auch nur im leeren Räume der 
kürzeste Weg; sie kann zum längsten werden, wenn eine noch so 
vielfach verschlungene Curve sicherer und bequemer an den Hinder- 
nissen vorbei führt. 

Jener Vergleich der Gegenwart mit der eklektischen Periode 
des vorigen Jahrhunderts soll demnach nicht den Sinn haben, die 
Unproductivität, die man der letzteren so vielfach zum Vorwurf 
gemacht hat, auch als ein Merkmal unserer Zeit zu behaupten. So 
wenig in einem solchen Vergleich im Grunde ein Vorwurf liegen 
könnte, der gegen den einzelnen gerichtet wäre, da er unserer Zeit 
nur eine besondere geschichtliche Aufgabe zuert«ilt, so ungerecht- 
fertigt wäre es trotzdem, eine solche Meinung in denselben hinein- 
zulesen. Denn es kommt noch hinzu, dass unsere Zeit trotz dieser 
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formalen Aehnlichkeit des geschichtlichen Processes, in dem sie lebt, 
doch auch durch höchst bedeutsame materielle Differeuzen von jener 
Epoche geschieden ist. Diese ergeben sich nicht blofs daraus, dass 
ein Zeitraum von mehr als hundert Jahren beide Perioden trennt, 
dass also reichere und tiefere Aufgaben der Gegenwart zur Lösung 
vorliegen, sondern vor allem daraus, dass ihr eine wesentlich ver- 
schiedene Leistung vorgeschrieben ist, da dem ähnlichen Entwick- 
lungsgang nicht die gleichen Ursachen vorausgegangen sind. 

Der Eklekticismus jenes Zeitalters, das der Blüteperiode Deutsch- 
lands in Literatur und Philosophie vorausging, entsprang aus dem 
Ausbreitungsprocess der wolffischen Schule. WolfF hatte die leib- 
nizischen Gedanken so systematisch geordnet und ausführlich ent- 
wickelt, dass seine zaldreichen Schüler, denen an dem System selbst 
wenig zu verändern blieb, zu dem Versuch gefiihrt wurden, dasselbe 
auf die sogenannten positiven Wissenschaften zu übertragen. Damit 
aber war der Anlass zur eklektischen Verflachung derselben gegeben. 
Denn in der Beschäftigung mit den concreteren Fragen der einzel- 
nen Disciplinen ging den Philosophen einei'seits das Interesse an 
den allgemeineren, für die Ansicht der Zeit im wesentlichen voll- 
endeten Speculationen verloren, andrerseits aber beeinflusste das zu 
formende Material der besonderen Wissenschaften die Kategorien, 
die es ordnen sollten, in demselben Mafse, als es ihnen fügsam ge- 
macht wurde, und zwar, wie die Natur einer solchen Wechselwir- 
kung von selbst ergiebt, in der Weise, dass die ordnenden Begriffe 
allmählich immei' unbestimmtere Fassung erhielten. Es giebt nichts 
biegsameres als den Gedanken. War somit die Richtung zum Eklek- 
ticismus gegeben, so erhielt derselbe sein spezifisches Gepräge durch 
die systematischen Einflüsse, welche von aufsen her in die Gedanken- 
reihen der Schule eindrangen. Diese gingen von der allmählich in 
Deutschland sich verbreitenden empiristischen und sensualistischen 
Philosophie Englands und Frankreichs aus, und sie konnten die 
herrschenden Schulbegriffe um so leichter modificiren, als ihre eige- 
nen GrundbegriflTe den Erfahrungswiasenschaften näher standen und 
deshalb leichter auf dieselben übertragbar waren als jene. Diese 
Verknüpfang der verschiedenäftigen Gedankenmassen nun bheb eine 
oberflächliche, eklektische, so lange der innere Gegensatz zwischen 
ihnen, besoTiders der Antagonismus der rationalistisch- realistischen 
Philosophie Deutschlands und der erapiristisch-idealistischen Eng- 
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lands nicht zum Bewusstsein gelangte. Erat als die mannigfach eii 
haltlosen Änpassirngsversuche jenen Zwiespalt lebhafter offenbarten, 
konnte eine fundamentale Einigung beider erstrebt werden. So 
wurde Kant der Wortföhrer einer nenen Zeit. 

Seinem Inhalt wie Reinem Ursprung nach ist der Eklekticis- 
mus der Gegenwart von jener geistigen Bewegung wesentlich ver- 
schieden. Seine Ursachen liegen nicht in dem Versuch einer herr- 
schenden philosophischen Schule, den allgemeinen Wissensschatz 
ihrem vermeintlich in sich vollendeten Gedankenapparat anpassen 
zu wollen, sondern vielmehr in dem Bedürfnis der besonderen Dis- 
ciplinen, vor allem der Naturwissenschaften, sich über das in hohem 
Grade erweiterte und geläuterte Spezialwissen mit Hilfe philosophi- 
scher Theoreme zu orientiron, nicht blofs um ihren Besitzstand zu 
ordnen, sondern auch um sich die eigentliche Bedeutung desselben 
klar zu maehen. Schon dieser Ursprung macht deutlich, dass das 
hauptsächlichste Ferment des neuen Processes in den neugewomie- 
nen naturwissenschaftlichen Spezialergebnissen liegen werde, die zu 
allgemeinerer Fassung der Forschungsresultate drängen und dadurch 
die Frage nach den Grenzen ilirer Wirksamkeit entstehen lassen. 
Dasselbe ergieht sich, sobald man den Zustand der philosophischen 
Wissenschaften in Betracht zieht, auf den diese naturwissenschaft- 
lichen Bestrebungen trafen. Die herrschenden philosophischen 
Systeme huldigten ohne Ausnahme einem Rationalismus, der die 
lebensfrischen empirischen Bemühungen der Naturwissenschaften 
schon lange in einen schneidigen Gegensatz gegen alle philoso- 
phische Reflexion gebracht hatte. Da kein einziges derselben 
demnach den andersgearteten Bedürfnissen der empirischen For- 
schung genügte, so war es imtürlich, daas di^e sich demjenigen 
Systeme zuwandte, dessen glänzende, aber schnell vorübergehende 
Erfolge gerade die Teile seiner Lehrmeinungen am wenigsten hatte 
zur Entfaltung kommen lassen, welche die fruchtbarsten Keime einer 
gesunden Fortentwicklung in sich bargen: das philosophische Inter- 
esse der erstarkenden Natui'wissenschaft richtete sich auf Kants 
kritischen Idealismus. Dasselbe war zwar, wie das Beispiel J, Mül- 
lers und Virchows beweist, gerade bei den hervorragendsten Ver- 
tretern der empirischen Forschung, auch in der Zeit vollständigster 
Abwendung von der Speculation, niemals ganz erloschen, aber erst 
Helmholtz gebührt das Verdienst, mit jenem glückliclien Takt, 
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der überall das Ergebnis eiiidriugoador Durcharbeitung einer ge- 
gebenen Weltanschauung zu sein pflegt, auf Kants bedeutungsvolle 
Untersuchungen energisch hingewiesen zu haben. Gerade in dem 
Grenzgebiete der Sinnesphjsiologie mussten philosophische Fragen, 
und zwar besonders psychologische und erkenntnistheoretische, zu- 
erst rege werden. 

Die Vertreter der tonangebenden rationalistischen Systeme ver- 
hielten sich dieser eben entstandenen Bewegung gegenüber anfangs 
begreiflicher Weise fast vollkommen ablehnend. Nui' wenige, be- 
sonders unter den Anhängern Herbarts, denen psychologische 
Üntersuehmigen durch die Natur ihres Systems schon nahe lagen, 
wuesten in das neu erschlossene Gebiet der Sinnesphysiologie för- 
dernd einzugreifen. Nur einzelne unter den selbständigen Denkern 
jeuer Zeit, von denen statt vieler nur Fechner und Lotze zu nen- 
nen sind, nahmen an der neuen Arbeit hervorragenden, begründen- 
den Anteil. Dennoch konnten sich auf die Dauer auch die übrigen 
der frischen Strömung nicht entziehen; selbst die Schule Hegels 
musste sich dazu verstehn, ihre constructiven Begriffsformen dem 
veränderten Wissensstand anzupassen. So begannen sich die alten 
Schulen allmählich aufzulösen. Erst die jüngere Generation aber 
nahm den neuerworbenen Boden, dessen Ausdehnung und luiver- 
kennbare Fruchtbarkeit reiche Ernte versprach, mit fast ungeteil- 
tem Eifer in Besitz; und mit nicht geringerem Eifer suchte sie im 
Anschluss an jene Erinnerung, der Helmholtz am lebhaftesten 
Ausdruck verliehen, die Gesichtspunkte, die ihre Arbeit leiten soll- 
ten, in Kants Kritik der reinen Vernunft. Der gegenwärtige Er- 
folg dieses Anschlusses wird charakterisirt durch, die vielfach ein- 
ander durchkreuzenden philosophischen Ueberzeugungen, die nur 
durch ihr gemeinsames Interesse an der Psychologie und Erkenntnis- 
theorie als zusammengehörig erscheinen, allmählich aber, und wie 
es scheint, immer entschiedener durch die Einflüsse der empirischen 
Schulen Englands in ein neues Bett geleitet werden. Es bleibt ab- 
zuwarten, in wie weit dadurch der kaimi ferst beackerte Boden, auf 
dem vorläufig noch manches Unkraut üppig emporwuchert, zu gleich- 
mäfsiger Fruchtbarkeit gebraeht werden kann. 

Auch die naturwissenschaftlichen Forscher aber alimten dem 
Beispiel, das die ersten unter ihnen gegeben hatten, nicht ohne wei- 
teres nach. Dei' Gegensatz gegen die speculative Philosophie, welchf 
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die Zoit uiigebülirlich beben »^thte. und dip impiiische Vercinzeluug 
der Studien, die durch das überaus schnell auwachnctide Material 
des Naturwissens hervorgerufen war, machten die Gesammtstim- 
muiig einer philosophischpn Veitiefung füre eiste wenig geneigt. 
Nur wenige der tüchtigsten Forscher seldosseii sich wenigstens im 
allgemeinen den veränderten Forderungen an. Die grofse Masse 
der übrigen trat sogar scheinbar in einen schroffen Gegensatz gegen 
eine solche Anlehnung an die Philosophie; sie wandte sich jenem 
Materialismus zu, der den naturwissenschaftlichen Besti'ebungen der 
Zeit von etwa 1850 bis ungefähr 1867 den Stempel aufgedrückt hat. 
Jedoch dieser scheinbare Gegensatz gegen eine pbilosophisdie Durch- 
dringung der Naturerkenntnis war in der Tat nur ein Zeichen dos 
Einflusses, den di^elbe auch in weiteren Kreisen bereits gewonnen 
hatte. Denn der Materialismus ist nicht aowol eine Beruhigung des 
sogenannten gesunden Menschenverstandes bei den Spezialergeb- 
nissen der empirischen Forschung, als vielmehr ein philosophischer 
Systems versuch, der an Dogmatiemus seinem Antipoden, dem ratio- 
nalistischen Spiritualismus, um nichts nachsteht. Er ist jenes alte 
philosophische System, welches immer das Resultat einer Verbin- 
dung unfertiger metaphysischer Speculation mit überwiegend reicher 
naturwissenschaftlicher Anschauung gewesen ist Der Materialismus 
war somit der erste Erfolg der neu erwachten allgemeinen Teil- 
nahme an philosophischer Reflexion; die anmafsende Sicherheit seines 
Auftretens war nur der Rückschlag gegen die vornehm abweisende 
Stellung, welche die Zeitphilosophie der Naturwissenschaft gegen- 
über lange Zeit eingenommen hatte. Jedoch dieser Weg, den die 
letztere unter der Führung des Materialismus eingeschlagen hatte, 
konnte auf die Dauer nicht innegehalten werden, da die En'ungen- 
schaften der kantischen Philosophie, die dem Bewusstsein der Zeit 
immer näher traten, die Ünhaltbarkeit des eilig gewählten Stand- 
punktes zu deutlich erkennen liefsen. So gewannen die Grundsätze 
einer besonneneren Forscbung auch innerhalb der Naturwissenschaft 
immer mehr Boden; selbst die Anzeichen einer übermäfsigen 
Schätzung der philosophischen Behandlung naturwissenschaftlicher 
Probleme, die wenigstens von der Tiefe und der Wirksamkeit dos 
gegenseitigen Einflusses sicheres Zeugnis ablegen, sind nicht aus- 
geblieben. 

So ist denn gegenwärtig ein Einvernehmen zwischen beiden 
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Wissenschaften hergestellt, das weder durch einzelne philosophisch 
unfertige systematische Versuche der Naturforscher, noch durch 
manche naturwissenschaftlich ujihaltbare, weil aus unvollständigem 
Wissen entsprungene Versuche der Philosophen, noch endlich durch 
die letzten Regungen gegenseitiger Misachtung, durch die auf beiden 
Seiten gesündigt wird, im Ernst getrübt werden kann. 

Naturgemäfs ist diese Gegeneinanderbcwegung der lange feind- 
lich gesinnten Disciplinen nicht auf die Grenzgebiete beschränkt 
geblieben, in denen sie ihren Anfang nahm. Der befruchtende Ein- 
fluss, den die philosophische Orientiruug in denselben ausübte, 
konnte den übrigen Naturwissenschaften nicht unbemerkt bleiben; 
andrerseits forderte die reiche Fülle aligemein verwertbarer Er- 
kenntnisse, welche die materialen wie die formalen Naturwissen- 
schaften angesammelt hatten, zu weiterer Verarbeitung auf. In ähn- 
hcher Weise haben sich naturwissenschafthche Einflüsse in allen 
philosophischen Disciplinen geltend gemacht. Die Psychologie ist 
durch den Hinzutritt fruchtbringender psycho -physischer Theorien 
um ein wichtiges VermittiungsgUed mit den Naturwissenschaften 
bereichert worden; sie hat überdies gelernt, ihre elementaren Unter- 
suchungen nicht länger von speziellen metaphysischen Voraussetzun- 
gen abhängig zu machen, sondern die notwendigen Hypothesen 
erst im Laufe der Forschung zu bilden. Auch die normativen Wis- 
senschaften, die sich auf dieser Grundlage entwickeln, konnten sol- 
chen Einwirkungen nicht verschlossen bleiben. Die Logik hat eine 
ausgeführte Theorie der Induction gewonnen, deren Einfluss auch 
die übrigen von ihr behandelten Fragen in eine veränderte, hellere 
Beleuchtung bringt. Die Erkenntnistheorie hat die bevorzugte Stel- 
lung, die ihr unter den philosophischen Wissenschaften gebührt, 
wiedererlangt. Selbst in der Aesthetik und Ethik treten natur- 
wissenschaftliche Einflüsse an vielen Punkten zu Tage. 

Trotz dieser allmählichen Ausdehnung jedoch ist die neue Be- 
wegung, im ganzen genommen, ni jenen ursprünghch erregten Grenz- 
gebieten euierseits der Sinnesphysiologie, andrerseits der Psycho- 
logie und Erkenntnistheorie am intensivsten geblieben. Hier zeigte 
sich der Wert der gemeinsamen Arbeit nicht nur am augenfällig- 
sten, weil das Bedürfnis nach derselben hier am stärksten geworden 
war, auch der wolempfundene Gegensatz sowol gegen die constructiv 
rationalistische Tendenz der herrschenden Schulen als auch gegen 



Hosted by 



Google 



die halthisoü materialisti sehen Theoreme der selbstbewussten Natur- 
wissenschaft kam hier am entschiedensten zum Vorschein. 

Diese lebhaft erregte Teilnahme an psychologischen und er- 
kenntnistheoretischen Untersuchungen wird auch durch die mathe- 
matischen Arbeiten dargetan, deren phüosophische Bedeutung zu 
eharakterisiren Au^abe der vorliegenden Schrift ist. Es sind dies 
die von Riemann und Heimholtz zuerst eingehend ausgeführten 
Erörterungen „über die Hypothesen, welche der Geometrie zu 
Grunde liegen." Dass sie ein Zeichen der pbilosopliischen Richtung 
der Zeit sind, beweist schon ihr Ursprung. Denn dass die matlie- 
matischen Disciplinen das Bedürfnis empfinden, sich über den Um- 
fang und den Charakter ihrer allgemeinen Grundlagen zu orien- 
tiren, zeugt nicht nur von dem entwickelten Stand der mathema- 
tischen Wissenschaft, sondern zugleich auch von dem Interesse der- 
selben an der philosophischen Begründung ihrer Erkenntnisart. 
Auch die Schnelhgkeit und Allgemeinheit, in der diese ahstraeten 
Untersuchungen Gegenstand der wissenschaftlichen Artfmerkaamkeit 
geworden sind, deutet auf diesen Urspning hin. 

Jedoch nicht nur die Stärke, sondern auch die Schwache der 
neuen Bewegmig tritt au ihnen zu Tage: sie charakteriairen zugleich 
die unklare Stellung, welche die Einzelwissenschaften der Philo- 
sophie gegenüber gegenwärtig einzunehinen suchen. Bisher glaubte 
die Philosophie, die allgemeineren Principien, welche die undiscu- 
tirte Grundlage jener besonderen Disciplinen bilden, selbständig 
und aussddiefslich erörtern zu müssen, damit der Sinn derselben 
und die Grenze ihrer Anwendbarkeit bestimmt werde; jetzt meinen 
die letzteren, nicht nur die Discussion aller jener verschiedenartigen 
Principien selbst ühernehmen zu dürfen, da die Erkenntnis ihrer 
Bedeutung nur aus der vollen Einsicht in die Art ihrer Beziehung 
auf das Einzelne herleitbar sei, sondern auch die Resultate dieser 
Discussion allgemein philosophisch verwerten zu können, da diese 
Verwertung sich aus der so erlangten Ei'kenntnis von selbst ergebe. 
Es ist hier nicht der Ort, darzulegen, dass diese üebereilung dem 
fiir sich berechtigten Streben entspringt, die objeetiven Grund- 
begriffe der Einzelwissenschaften, deren Bestimmung in der Tat 
Sache der besonderen Forschung ist, von den subjectiven Erkenntnis- 
principien zu sondern, deren Erörterung immer der Philosophie ver- 
bleiben muss; es genügt vielmehr, darauf hinzuweisen, dass ein Teil 
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yerm(!Jntliehoi' Coiiscqueiizcn dor oben gonaimtcu Arbeiten von violcit 
in einem Sinne beurteilt wird, der jene extreme Tendenz der 
gogenwärtigon Bewegung wirklich konnzeichnet. Zum ersten Male 
wol ist in denselben versucht worden, bedeutsame psychologische 
und erkenntnistheoretische Ergebnisse durch rein mathematische 
und mechanische Erörterungen zu gewinnen, wälu^nd die Geschichte 
der Philosophie allerdings umgekehrt die verschiedenartigsten Ver- 
suche aufweist, nicht blofs über Inhalt und Form der Mathematik 
im aUgomeineu, sondern auch über manche besondere Probleme 
derselben auf dem Wege rein philosophischer Reflexion zur Ent- 
scheidung zu kommen. Nun ist es zwar eelbstverständhch, dass die 
sichere Erkenntnis der objectiven Grundbegriffe" einer Wissenschaft 
bedeutsame Rückschlüsse auf die Beschaffenheit der Erkenntnis- 
principien, die in ihnen zum Ausdruck kommen, zu machen erlaubt, 
da hier wie überall die objectiven und die subjectiven Elemente 
des Wissens im engsten Zusammenhang stehen; es ist jedoch wol 
zu beachten, dass die ersteren nicht einen eigentlichen Beweisgrund, 
sondern nur einen Bestätigungsgrund iur die Beschaffenheit der 
letzteren abzugeben vermögen. Denn leicht fuhrt ein solcher Man- 
gel an Unterscheidung zu einer falschen Schätzung der Tragweite 
der so gewonnenen Einsicht, die auch bei der Beurteilung dieser 
mehr orwähnt^ji Arbeiten Platz gegriffen hat. 

Diese Vermischung naturwissenschaftlicher und philosophischer 
Erkenntnisgebiete, welche das Urteil über den eigentlichen Sinn 
der Ergebnisse jener Untersuchungen verwirrt, sowie auch die 
hastige Teihiahme, welche dieselben trotz ihrer mathematisch ab- 
stracten Natur überall gefunden haben, machen es begreiflich, 
dass dieselben bisher in entgegengesetztestem Sinne verstanden 
werden konnten. Denn so sehr die Begründer dieser Erörterun- 
gen, unter denen neben Riemann und Helmholtz vor allen noch 
Gauss zu nennen ist, über die Bedeutung ihrer Resultate überein- 



stimmen, so vorsichtig 
weite abgrenzen, so weit 
pretatoren derselben ausei 
kennende oder abweisende 
Meinungen ist um so verwi 



1 aligemeinen ihre philosophische Trag- 
geht doch das Urteil der vielen Inter- 
einander, so unbeschränkt ist die aner- 
i Schätzung derselben. Das Gewirr der 
vickelter, als in ihnen überdies psycholo- 
gische Theorien mid erkenntnistheoretische üebereeugungen oft ohne 
erkennbaren Zusammenhang durchoiii ander laufen. Denn schon 
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bei <1en genannten ersten Bearboitem des ganzen Gebiets vor- 
bindet sich die psychologische Annahme, dass hier Stützpunkte 
für die empiristische Theorie zu finden seien, mit der erkenntnis- 
theoretischen Doctrin, welche dem Raum als solchem objective Rea- 
lität zuschreibt. Als eine sachlich nothwendige tritt diese Verbin- 
dung hei den zaMreichen Anhangern der neuen mathematischen 
Theorie hervor, von denen unter den Mathematikern 0. Rosanes, 
unter den Philosophen Ed. v. Hartmann genannt werden mögen. 
Ihnen schlielsen sich offenbar die meisten unter den mathematischen 
Anhängern an, deren bezügliche Schriften die philosophischen Coii- 
sequenzen der neuen Lehre wenig oder gar nicht berühren. Nur 
die Matliematiker der Schule Herbarts, als deren Wortführer hier 
Drobisch gelten darf, sind davon ausgenommen, da Herbarts 
Unterscheidung des intetJigibeln und sinnlichen Raumes einem sol- 
dien Zusammenhange widerstrebt. Andere dagegen, in deren Namen 
etwa 0. Liobmann gesprochen hat, finden, dass hier ein weiterer 
Beweis für die rein aubjective blois phänomenale Natur unserer 
Raumanschauung vorliege; auch bei ihnen treten die vermeintlichen 
erkemituistheoretischen Beziehungen der mathematischen Ergeb- 
nisse in den Vordergrund. Einen Standpunkt vorsichtiger Zurück- 
haltung nimmt Wundt ein. Er erkennt an, dass die neue Raum- 
theorie die Resultate der physiologischen Analyse, die zu einem 
synthetischen Empirismus führe, in allen Punkten bestätige, aber 
er scheint dagegen Einsprache zu erheben, dass dieselbe irgendwie 
erkenntnistheoretisch verwertet werde. A. Lange geht noch einen 
Schritt weiter. Er findet in jenen geometrischen „Speculationen 
bis jetzt nichts weiter als mathematische Ausföhrungen der blofsen 
Denkbarkeit eines generellen Raumbegriffs, der unsern euklidischen 
Raum als Spezialität in sich begreift"; er bestreitet also das Recht, 
irgendwelche philosophische Consequenzon aus denselben zu ziehen. 
Genau die gleiche Ansicht über die philosophische Bedeutungslosig- 
keit der mathematischen Theorie, die sie als solche allerdings 
besser zu würdigen wissen, haben Felix Klein und Richard 
Baltzer ausgesprochen. Vollkommen abweisend, auch gegen die 
mathematische Theorie, verhalten sich einerseits Dühring, andrer- 
seits W. Tobias und etwa J. K. Becker. Der erstere findet in ihr 
eine „auch der Mechanik di'ohende Uiitergrabung der geometrischen 
Axiome, die durch eine unhaltbare Verdinglichung des ünendlich- 
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grolsen liervorgerufen soi"; er teilt sie deshalb den Metaphysikern 
zu, „die hier mit Befriedigung wahrnehmen können, dass diejenigen 
Früchte, deren Erziolung sie sich allein zuzutrauen pflegen, auch 
gelegentlich auf dem Boden der Mathematik reifen." Nicht viel 
weniger energisch lautet der Protest von Becker und Tobias, 
welche iu dem kritischen Idealismus Kants die Beweise fiuden, die 
alle diese Entwicklungen als gegenstandslos und in sich wider- 
sprechend kennzeichnen. 

Diesem bunten Gewirr von Auffassungen gegenüber erscheint 
es notwendig, zunächst auf den eigentlichen Gegenstand des Streites 
wieder zurückzugehen, um seinen engeren mathematischen Sinn, der 
den Ausgangspunkt für alle diese Differenzen bildet, möglichst scharf 
zu bestimmen. Ist dieser einmal eindeutig festgestellt, dann wird 
es auch möglich sein, die psychologischen und erkenntnistheore- 
tischen Beziehungen, die sich etwa als notwendig ergeben, dem 
Widerspruch der Meinungen zu entrücken. 

Es wird jedoch zweckmäfsig sein, einige erläuternde Andeu- 
tungen über die geschichtUche Entwicklung der zu behandelnden 
Probleme vorherzuscbicken. 
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ERSTES CAPITEL. 

ZUR ENTWICKLÜNGSGESCHICnTE DES AXIOJIEN- 

SYSTEMS. 

Wir gehen, um uns über das Wesen der in Betracht kom- 
menden Probleme zu orientiren, von den Voraussetzungen aus, 
welche der Geometrie nach dem Vorgänge Euklids zu Gründe ge- 
legt worden. Diese Voraussetzungen sind nacih der jetzt übhchen 
Unterscheidung, deren Sinn wir an späterer Stelle zu besprechen 
haben, doppelter Art, Es sind einerseits Axiome d, i. unmittelbar 
evidente und eben deshalb unbeweisbare, nicht auf einfachere Vor- 
stellungen zurückfiihrbare Sätze, die sich teils auf allgemeine 
Gröfeenverhältnisse beziehen, teils die wesentlichen Bestimmungen 
unserer ßaumanschauung enthalten, es sind andrerseits Definitio- 
nen, welche die Grundbegriffe für die Constructionen im Räume 
entwickeln. Zu den letzteren gehören z. B. die Definitionen des 
Punktes, der Linie, der Flache, der Winkel u. s. w. Von den beiden 
Klassen der Axiome enthält die erstgenannte diejenigen Grundsätze, 
welche das geraeinsame Fundament aller mathematischen Wissen- 
schaften bilden. Die sieben hierhergehörigen Axiome Euklids las- 
sen sich, wio wir mit Helmholtz ' annehmen, auf zwei zurückführen, 
die wir kurz als Axiome der Gröfsengleiohheit bezeichnen 
wollen, nämlich: 



' Hblmholtz, Populäre Vorträge. Heft I. -J. Aufl. Braunscliweig 1876. 
. 19 ff. Ueber die Grüude, welche dazu führen, die drei Axiome dessel- 
en iu zwei Gruppen zu stiaderu, vgl, das letzte Uapitel dieser Sthrilt. 
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I. Wenn zwei Gröfsen einer dritten gleicit sind, so 

sind sie unter sich gleich. 
II. a. Gleiche Gröfsen, zu gleichen Gröfsen addirt, gehen 



h. Gleiche Gröfsen, zu ungleichen Gröfsen ;iddirt, 
geben Ungleiches. 
Die zweite Klasse der oben angeführten Axiome dagegen bezieht 
sich speziell auf unsei-o Raum Vorstellung, sie enthält die wesent- 
lichen Eigenschaften, die wir dem Räume zum Zweck der Ableitung 
der geometrischen Lehrsätze zuschreiben müssen. Wir wollen sie 
entsprechend der ersten Klasse Axiome der Raumvorstellung 
Hierher gehört z. B. der dem zwölften Axiom Euklids 
z, dass sich z^vei gerade Linien nur in einem Punkte 
schneiden können, sowie als das bekannteste von allen das elfte 
euklidische Axiom,, welches besagt: Wenn eine gerade Linie zwei 
andere so schneidet, dass die Summe der inneren Winkel, die an 
derselben Seite der Schneidenden liegen, kleiner als zwei Rechte ist, 
so treffen jene beiden Linien, hinreichend verlängert, an dieser 
Seite zusammen. 

Die Grundlagen der geometrischen Wissenschaften sind durch 
diese letzte Klasse der Grundsätze, die Axiome der Raumvor- 
stellung, offenbar am schärfsten bestimmt. Denn die Axiome der 
GrÖfsengleichheit umfassen, wie schon angedeutet, sofern sie die 
Grundlagen der reinen Mathematik bilden, die allen mathema- 
tischen Disciplinen gemeinsamen Voraussetzungen. Jene Definitio- 
nen ferner, welche die Grundbegriffe der geometrischen Construc- 
tionen entwickehi, setzen die Raumvorstellung, deren Natur den 
wissenschaftlichen Charakter der Geometrie bedingt, und damit die 
Axiome dieser Raumvorstellung, welche denselben zum Ausdruck 
bringen, schon als gegeben voraus. Sie sind nur zweckmäfsig ge- 
wählte Abstractionen aus der Raum Vorstellung, deren Bedeutung 
lediglich darauf beruht, dass sie zu fruchtbarer geometrischer Ent- 
wicklung dieser Grundlage Anlass geben, und dass sie zu sicherer 
und umfassender Anwendung auf das empirisch gegebene, raum- 
erfüllende Material befähigt sind. 

Die Geometrie nun besteht in nichts anderem, als in der con- 
structiven Uebertragung dieser Anschauungselemente auf immer 
complicirtere Raumformen. Die Sicherheit und Consequeoz der 
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geometriscbeü Eutwicklung muss deshalb, so scheint es, einen Rück- 
schluBs auf die Evidenz und Notwendigkeit dieses axiomatischen 
Fundaments derselben gestatten. Die Geschichte der Geometrie 
lehrt jedoch (las Gegenteil; sie zeigt, dass gerade das Gebiet dieser 
einfachsten Voraussetzungen seit dem Beginn der geometrischen 
Wissenschaft ein Tummelplatz eifriger mathematischer wie philo- 
sophischer Streitigkeiten gewesen ist. Und in der Tat ist ein sol- 
cher Rückschluss auch nur soweit gerechtfertigt, als er zeigt, dass 
für die bisher errichteten Teile des Lehrgebäudes der Geometrie 
keines der grundlegenden Merkmale des Raumes faiscb bestimmt 
oder gänzlich unbestimmt geblieben ist. Zwei Fragen von tief- 
greifender Wichtigkeit werden durch denselben jedoch nicht ent- 
schieden, auf die sich deshalb der wissenschaftliche Streit seit alter 
Zeit conccntrirt hat. Die erste betrifft den systematischen Zusam- 
menhang der Axiome Euklids. Es ist ohne weiteres durchaiis nicht 
ersichtlich, ob die verschiedenen, hierher gehörigen Annahmen wirk- 
lieb das notwendige und hinreichende System der Axiome darstel- 
len, ob nicht manche einfachste Änachauungsverhältnisse, etwa weil 
sie sich der geometrischen Betrachtung überall als selbatverständ- 
licho Voraussetzungen aufdräjigen, übergai^en worden sind. Es ist 
ohne besonderen Beweis ebensowenig khir, ob jene Annahmen in 
der Tat Axiome sind, ob sie wirklich einen Beweis weder brauchen 
jioch vertragen; denn es ist auch hier möglich, dass sich einfachere 
Anscbauungseleniente finden lassen, die ihnen zu Grunde liegen, 
und die nur deshalb nicht sofort hervortreten, weil sie wegen ihrer 
unmittelbaren Evidenz nicht als besonders zu beachtende Eigen- 
schaften unserer Ramnvorstetlung augesehen werden. Der Wider- 
streit der Ueberzeugungen, in dem dieser systematische Mangel zu 
seinem geschichtlichen Ausdruck kommt, ist denn auch an jedem 
dieser Punkte zum Ausbruch gelangt; beim zweiten allerdings mehr 
als beim ersten, denn das Einheitsbedürfnis des menschlichen Geistes 
ist fast immer stärker gewesen, als sein Trieb zur Specification. 
Besonders das oben erwähnte Parallelen-Axiom wurde der Gegen- 
stand solcher Angriffe. Dasselbe tritt aus der Reihe der übrigen 
Axiome insofern heraus, als das Anschauungselement, das in ihm 
dargestellt wird, durchaus nicht jene einfache Evidenz besitzt, welche 
die übrigen charakterisirt; verlangt es doch, dass wir unsere Raum- 
vorstellung zui- Unendlichkeit erweitern. Schon früh hatte man 
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überdies bemerkt, dass dies Asiom iE einem engeiPB Verhältnis 
zu einem der Lehrsätze Euklids stand, als irgend ein anderes. 
Schon dem Commentator Procius war bekannt, das', dasselbe im 
Grunde nur eine Umkehrung des siebzehnten Tbcoiems sei, welches 
behauptete, dass in jedem Dreieck die Summe zweier Winkel kleiner 
als zwei Rechte ist So versuchte man denn auf Grund dieser letz- 
teren Wahrnehmung bald, für das Axiom einen Beweis zu finden, 
sei es, dass man dasselbe auf ein einfacheres Anschauungsverhältuis 
zurückzuführen suchte, sei es, dass mau sich bemühte, es als eine 
Folge der übrigen Axiome darzustellen. Ebensowenig fehlte es an 
Bestrebungen, das Axiom in Folge seiner mangelhaften Evidenz 
ganz zu beseitigen; man versuchte, die Parailelentheorie ohne das- 
selbe oder einen ihm äquivalenten Grundsatz darzustellen. Jedoch 
alle diese Bestrebungen blieben ohne nachhaltigen Erfolg. Es ge- 
lang nicht einmal, dem euklidischen Satz eine wesenthch evidentere 
Fassung zu geben, vielweniger noch, es aus den übrigen Axiomen 
abzuleiten; als vollkommen aussichtslos endlich erwiesen sich die 
Versuche, es ganz. zu eliminiren. Gauss konnte noch im Jahre 1816 
schreiben^: „Es wird wenig Gegenstände im Gebiete der Mathe- 
matik geben, über welche so viel geschrieben wäre, wie über die 
Lücke im Anfange der Geometrie bei Begründung der Theorie der 
Parallellinien. Selten vergeht ein Jahi-, wo nicht irgend ein -neuer 
Versuch zum Vorschein käme, diese Lücke auszufüllen, ohne dass 
wir doch, wemi wir ehrlich und offen reden wollen, sagen könnten, 
dass wir im wesentlichen ii^end weiter gekommen wären, als Eu- 
klides vor zweitausend Jahren war. Ein solches aufrichtiges und 
unumwundenes Geständnis scheint uns der Würde der Wissenschaft 
angemessener, als das eitele Bemühen, die Lücke, die mau nicht 
ausfüllen kann, durch ein unhaltbares Gewebe von Scheinbeweisen 
zu verbergen." 

Es handelte sich jedoch für das wissenschaftliche Interesse 
nicht blofs darum, die Lücke auszufüllen, welche den Zusammen- 
hang des Parallelensatzes mit den übrigen Axiomen verbarg. Ein 
zweites, allgemeineres Problem war ebenfalls ungelöst; denn trotz 
aller Evidenz des Anschauungsinhaltes der Axiome gelang es nicht 
die Art ihres Ursprungs festzustellen. Diese Frage gehörte zwar 



' Cföttmger gelehrte Anzeigen 1816, S. G18. 
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Diclit mehr vor das Forum der Mathematik, denn sie betraf nicht 
die objectiven Grundlagen, sondern die subjectiven Erkenntnis- 
quellen derselben, dennoch mussten die psychologischen und erkennt- 
nistheoretisohen Untersuchungen, die zu ihrer Beantwortung führ- 
ten, nicht nur den Philosopheii, sondern auch den Mathematiker 
lebhaft interessiren. Galt es doch die Stellung der Geometrie im 
Gebiete des wissenschaftlichen Erkeonens klarzulegen. Und diese 
Stellung war eigentümlich genug, um die verschiedenartigsten Er- 
klärungen möglich zu machen. Im Gegensatz zu allen übrigen 
Wissenschaften, im Gegensatz selbst zu den anderen mathematischen 
Disciplinen, die in langsamer Entwicklung fortschritten, erschien das 
Lehrgebäude der Geometrie schon durch den ersten eingehenden syste- 
matischen Entwurf fast in allen Teilen vollendet. Und in demselben 
Mafse, als sie in sich vollendet war, konnte sie auf das empirische, raum- 
erfüllende Material übertragen werden. Keine Erfahrung vermochte 
ihre Sätze zu cori'igiren; alles sinnliche Wissen wurde vielmehr in 
ihre Formen gezwungen. Schon früh wurde sie deshalb iti de]i 
metaphysischen Gegensatz der philosophischen Systeme hineii^e- 
zogen; seit den Zeiten von Descartes imd Locke, in denen sich der 
alte metaphysische Widerstreit zwischen Realismus und Nominalismus 
zu dem kritischeren, erkenntnistheoretischen Gegensatz zwischen 
Empirismus und Rationalismus vertiefte, wurde sie sogar von den 
beiden einander zuwiderlaufenden Ueberzeugungsrichtungen gleich 
sehr als wichtiges Beweismittel in Anspruch genommen. Wurden 
die einen durch den wesentlich deductiven Charakter ihrer Beweis- 
fiihrung, sowie durch die Notwendigkeit mid Allgemeinheit ihrer 
Ergebnisse dazu geführt, ihre grundlegenden Vorstellungen als an- 
geborene Ideen oder als apriorische Formen aufzufassen, so beriefen 
sich die anderen auf den tatsächlichen Zwang früh erworbener, ein- 
facher Associationen, sowie auf die Abhängigkeit der geometrischen 
Formen von den Formen der empirischen Objecte, aus denen sie 
durch GeneraUsation gebildet seien, um den Erfahi'ungsursprung 
der übrigen Erkenntnis auch dei- Geometrie zu vindiciren. Auch hier 
concentrirte sich der Streit naturgemäfs auf die Axiome als die all- 
gemeinsten Prämissen des geometrischen Syllogismus. Jedoch auch 
diese Beschränkung führte zu keiner festen Entscheidung. Bis auf 
die neueste Zeit gehen die Ueberzeugungcn in alter Schärfe aus- 
einander. Nur die allen pliilosophisclieii Lehrmeinungen eigene 
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Ueberzeuguiigskraft, die das notwendige Ergebnis des gegenwärtig 
erat erreichten, unfertigen Zustandes ihrer einzelnen Disciplinen ist, 
maeht es begreiflich, dass keiner unter ihren hei-vorragendsten Ver- 
tretern sich jene Freiheit des Urteils bewahren konnte, die in 
Gauss' oben citirten Worten hervortritt. 

Diese beiden Problemreihen nun sind es, welche die Unter- 
suchungen von Kiemann und Helniholtz über die Hy[jothe3en, 
welche der Geomotrie zu Grunde liegen, gestützt auf neue mathe- 
matische Theoreme, zu lösen versuchen. Sie beantworten die erste 
Frage nach dem Zusammenhang der entlidiscLen Axiome durch 
den Nachweis, wie das einfachste aber vollständige System, der 
Axiome der Raumvorstellung aufzufinden und näher zu bestimmen 
ist; sie erklären dadurch zugleich, wie jene Lücke in den Axio- 
men entstanden ist und weshalb sie bisher nicht auszufüllen war. 
Bezüglich- der zweiten Frage nach dem Ursprung und der Bedeu- 
tung dieser Grundsätze gelangen sie zu einem Resultat, das die 
Lehi'meinmigßu der empiristischen Psychologie und Erkenntnistheorie 
in allen wichtigen Pmikten bestätigt und sie deuten auch hier auf 
die Gründe, deren Nichtberücksichtigung ein allgemeines Einver- 
ständnis in diesem Sinne bisher unmöglich gemacht hat 

Wollten wir die Bedeutung dieser Discussionen, abgesehen von 
ihrem spezielleren Inhalt, nur nach den allgemebien Gesetzen ge- 
schichthcher Entwicklung beurteilen, so würde uns schon der Zu- 
sammenhang, den sie zwischen der rein mathematischen sowie der 
psychologischen und erkenntnistheoretischen Seite des Äxiomenpro- 
blems zum ersten Male nachgewiesen haben, von ihrem Werte iibei-- 
zeugen. Denn so bedingungslos auch anerkannt werden muss, dass 
die Aufgabe der psychologischen und erkeimtnistheoreti sehen Er- 
örterung von den Zwecken der mathematischen Analyse hier wie 
überall spezifisch verschieden ist, so selbstvei-ständlich ist es doch 
wiederum, dass nur die volle Dm'chdringung des objectiven Fun- 
daments die subjective Bedeutung desselben als eines Erkenntnis- 
principes klarlegen kann. Nur deshalb waren beide Fragen bisher 
getrennt, weil die mathematische Erkenntnis der Grundlagen der 
Geometrie nicht weit genug fortgeschritten war, um der- philoso- 
plüscheu Discussion, die allgemeine Gesichtspunkte beansprucht, 
bestimmtere Anhaltspunkte zu geben, und weil die philosophische 
Ueberlegung nicht genug festen Grujid unter sich hatte, um die 
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spegielleren Probleme der fachwisseiischaftliclien Einsicht etwa 
durch charakterisirende, scharfe Beleuchtung ihrer einzelnen- Teile 
blofszulegen und dadurch eine Weiterbildung deraelben zu ver- 



Die speziellere Betrachtung des Inhalts der erwähnten grund- 
legenden Untersuchungen wird dieses allgemeine Urteil bestätigen. 

In diese rein mathematische Erörterung, zn deren Besprechung 
wir uns nunmehr wenden, führt uns am besten die Darlegung der 
Versuche ein, die ein abschliefsendes Ergebnis allmählich herbei- 
geführt haben. 

Dem gröfsten unter den französischen Gennictem, Legendre, 
wai' es yorbehalten, den ersten Schritt ziu' Vervollständigung und 
Vereinfachung des Axiomensystems zu tun. Schon in den ersten 
Auflagen seiner berühmten Ele$nenis de Geometrie hatte er das 
elfte Axiom Euklids aus der Reihe der Axiome entfernt, um es 
einem besondei'en Beweis zu unterwerfen, der es den übrigen Lehr- 
sätzen der Geometrie coordiuiren sollte. Die Voraussetzung, dass 
von einem Punkte zu einem andern nur eine einzige gerade Linie 
gezogen werden köinte, ein Aequivalent des zwölften euklidischen 
Axioms, war der einzige auf unsere Raumvorstellung speziell bezüg- 
liche Grundsatz, den er beibehalten hatte. Jedoch die Beweise des 
Parallelensatzes, die er anfengs gegeben hatte, genügten ihm selbst 
bald so wenig, dass er vorübergehend zu der hergebrachten eukli- 
dischen Auffassung zuräckkehrte. Erst nachdem er im Jahre 1033 
eine eingehende Untersuchung der Elementarsätze der ParaUelen- 
theorie der Pai-iser Akademie vorgelegt hattet kamen seine An- 
sichten zum Abschluss. Die Definition der Parallellinien, die er 
seinen Arbeiten zu Grunde legte, war die folgende: ,J*arallellinien 
sind solche, die, in einer und derselben Ebene gelegen, mit einei' 
dritten zwei innere Winkel bilden, deren Summe zwei Rechte be- 
trägt." Der Inhalt des euklidischen Axioms wird demnach durch 
zwei Lehrsätze ausgediückt. Zuerst nämlich lässt sich behaupten: 
Zwei Parallellinien können sich nicht schneiden, soweit man sie 
auch verlängern möge. Der Beweis dieses Satzes, der nichts als 
enie selbstverständliche Folgerung aus der Definition enthält, liefs 

' LBGEHDaE, Reßexions nur diffirentes tnmiiires de dimonfrei' In fhemie 
des paramies. Mcm. de VAca.d. T. XII. 183i}. 
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sich ohne Mühe finden. In den Beweisen dagegen, welche die zweite 
BehauptuTig bekräftigen sollten, dass zwei Linien, hinreichend ver- 
längert, convergiren oder divergiren, falls die Summe der iiinern 
Winkel kleiner oder grösser als zwei Rechte ist, kam die alte 
Schwierigkeit in voller Kraft zum Vorschein. Er konnte dem Theo- 
rem zwar eine präcisere Fassung geben, indem er hervorhob, dass 
dasselbe identisch sei mit dem Lehrsatz, wonach die Winkelsumme 
im geradlinigen Dreieck gleich zwei Rechten sei; jedoch nur den 
einen Teil auch dieser Behauptung, dass näudich jene Summe nicht 
gröfser als zwei Rechte sein könne, koimte er auf das Axiom über 
die gerade Linie zurückführen, also streng beweisen; vergeblich 
jedoch waren seine Versuche, auch den zweiten Teil derselben, dass 
jene Summe nicht kleiner sein könne als zwei Rechte, auf diese 
Weise abzuleiten. In allen seinen complicirten Beweisen dieses 
Satzes lassen sich Voraussetzungen aufzeigen, die dem zu beweisen- 
den Theorem im Grunde gleichwertig sind. Nur das eine konnte 
er dartun, daas die Summe der Dreieckswinkel in jedem Dreieck 
zwei Rechte betragen müsse, wenn sie in einem diesen Wert habe. 
Er selbst allerdings war zu der üeberzeugung gekonmien, dass ihm 
der Beweis vollkommen gelungen sei, und dass der Grund des Mis- 
lingens der ft^iheren Versuche lediglich in der Unvolikommenheit 
der Sprache und in der Schwierigkeit, eine gute Definition der ge- 
raden Linie aufzufinden, gesucht werden müsse. ' 

So wesentlich diese Beweisversuche des grofeen Mathematikers 
auch zur Aufklärung des eigentlichen Inhalts des euklidischen Axioms 
beitreten, so waren sie doch 3,U3 der Richtung der früheren Be- 
strebungen in keiner Weise herausgetreten. Nur die Üeberzeugung 
hatten sie verstärkt, dass der Satz auch durch die schärfste Analyse 
seines Inhalts nicht beweisbar werde, sobald keine ihm inhaltlich 
äquivalenten Voraussetzungen zu Hilfe genommen würden, dass also 
die Dunkelheit, die ihn uragah, nicht auf diesem Wege erhellt werden 
könne. 

Unterdessen war die Entwicklui^ iu Deutschland bereits um 
eine Stufe weiter gediehen. Kein geringerer als Gauss war es, der 
schon lange vor Legeudres Beweisversuchen die Gesichtspunkte 
gefunden hatte, welche die alte Streitfrage endlich zum Austrag 

1 Legesdre, a, a, Ü, S. 370. 
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bringen sollten. Schon in seiner Jugend, im Jahre 1792', hatte 
ihn sein umfassender mathematischer Blick zu der Wahrnehmung 
geführt, dass die Bemühungen, das elfte Axiom als einen aus den 
übrigen herleitharon Lehrsatz darzustellen, nicht nur bisher ver- 
geblich gewesen seien, sondern auch stets erfolglos bleiben müssten, 
da durch dasselbe den übrigen Axiomen eine Voraussetzung hinzu- 
gefügt werde, die nicht notwendig mit ihnen verbunden zu sein 
brauche. Daraus aber folgte, dass die euklidische Geometrie, die 
jener besonderen Aufnahme bedarf, nicht das einzig mögliche System 
einer solchen Wissenschaft darstellt, dass es also, um mit Gauss' 
eigenen Worten zu leden, nur eine ungerechtfertigte „Gewöhnung 
ist, die euklidische Geometrie für streng wahr zu halten." * Es 
entsteht eine neue, in sich ebenfalls consequente nicht -euklidische 
Geometrie, sobald man die Voraussetzung, welche der Parallelen- 
Satz ausspricht, fallen lässt-. Die Sätze derselben müssen allerdings 
der anders gewohnten Anschauung fremdartig, ja paradox erschei- 
nen, wir haben jedoch kein Recht mehr, sie für widersprechend in 
sich selbst anzusehen. * Jedoch Gauss erkannte nicht nur die Mög- 
lichkeit einer solchen nicht -euklidischen Geometrie, er hat auch 
einzelne Abschnitte derselben ausgeführt. Schon im Jahre 1822 
deutete ei m einei Receision eines neuen Beweise er.uehös des 
Axioms gelegenthch an daas er lie Mittel wisse über das Lehi 
gebaude Euklids hinauszugeben * Deutbcher noch spiicbt er sich 
gegen Schumachei aus dt,r ihm ni eint.m Buefe vom Jihre 1831 
einen Beweis^ersuch des elften Axijms vorlegte Hiei führte ci 
einige Lehrsitze dei nichtrcuklidischen Germetiie an die von de i 
entspiechenden Theoremen der gewöhnlichen Geometrie lollstandig 
diffciiren z B den Satz lass die Peiipherien zweier Kreise von 
unendlich grossen Radien deien Halbmesser um eine entliehe 
GroKe differucii selbit um eine Grofse verschieden sind die 7u 
ihicn em enlliches Veihiltiif hat Fbcnso bemeikt ei d sn 
der \ CS ntliche Oliariktei des neuen Systems d\ss c in il m im 
Geg nsatz zu Euklid^ stillschweigend angenommener ^ oiiusset^un^ 



' Bnefweehnel «iuisc/m^ G- h 
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. grofscs gebe. Im Jahre 184(3 cndliclj eiwiilitit er 
ii] seinem rücklialtsloa amerkonnendoii Urteil über Lobatscbewskya 
balfl genauer zu besprechende „Geometrische Untersucbungcn zur 
Theorie der Pai'allellinien", dasa er in dem Buche nichts gefunden 
habe, was für ihn materiell neu sei. Auch über den Weg, auf dem 
er die Lehrsätze des neuen gebmetrischen Systems entwickelt hatte, 
geben seine gelegentlichen Andeutungen Äufschluss. Dass er nicht 
der synthetischen, constnictiven Methode gefolgt ist, die Lobai- 
schewsky im Anfang jener Untersuchungen zur Anwendung ge- 
bracht hat, sagt er an dei' oben angeführten Stelle direct. Eine 
frühere Bemerkung über den analytischen Ausdruck, der in der 
nicht-euklidischen Geometrie den Kreisumfang repräscntire ^, be- 
stätigt, dass er der allgemeinen und trotzdem bestimmteren Me- 
thode analytischer Entwicklung gefolgt ist. Und hierbei ist ei', wie 
es scheint, von densslben Gesichtspunlrten ausgegangen, die später 
Riemann in bewunderungswürdiger Weise zur Geltung gebracht 
hat. In seinen allgemoincu Untersuchungen über die krummen 
Flächen hat er es selbst angedeutet, dass seine Unterscheidung der 
Beugungs- und Krümmungsverhältnissc der Flächen, die von Rie- 
mann, wie wir genauer noch sehen werden, der allgemeinen Er- 
örterung der Mafsbeziehuugen zu Grunde gelegt wurde, von wesent- 
licher Bedeutung für die Einsicht in die Grundlagen der Geometrie 
sei.* Auch in anderen Schriften, auf die Biemann selbst hinweist, 
sind derartige gelegentliche Bemerkungen enthalten; vor allem lag 
auch jene folgenreiche Erweiterung unseres Zahlensystems, die 
Gauss zu seiner Theorie der complexen Zahlen führte, ganz auf 
dem Wege jener späteren Entwicklung, sofern sie lehrte die Zahlen- 
reihe zu einer zweifiich ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu erweitern. 
Auch jene Öfter schon citirtc Aeufseruug, die Sartorius von Wal- 
tershausen aufbewahrt hat^ kann in diesem Zusammenhang ge- 
deutet werden. Gauss nämlich soll gelegentlich bemerkt haben: 
„Wir köimen uns etwa in Wesen hinein de tikoo, die sich nur zweier 

■ Gauss' Briefwechsel, Bd. II, S. '270. 

* Gauss' Werke Bd. IV. Disquis. geuerales. g 1^- 

■' Sartokius V. Waltbkshausbs, Gauss zum Gedächtnis. Leipzig 1856. 
S, 81, Man ygi. da^u, was Dedekind über den Eindruck berichtet, den 
Rienianna Habilitationevorlesung auf Gauss gemacht habe. (Eiemauns Math. 
Werke, Leipzig 187«, S, 517,1 
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Dimensionen bewusst siiiil, liÖhcr übei' uns stehende würden viel- 
leicht in ähnlicher Weise auf uns horabblickeii", und ei' seil scher- 
zend hinzugesetzt haben, „er habe gewisse Probleme hier zur Seite 
gelegt, die er in einem höhei'en Zustande später geometrisch zu be- 
liaiideln gedächte." * Auch über den letzten Punkt endlich, der zur 
Charaktorisirung von Gauss' Stellimg in Beti'acht kommen könnte, 
über seine Ansichten von der yhilosopliisclien Bedeutung dieser 
Lehren sind wir glücklicherweise unteniditet. Er bemerkt gegen 
Schumacher, dass der Frageirankt in diosen Erörterungen „in der 
Tat unmittelbar an die Metaphysik streife", sofern in der Vor- 
stellung von etwas absolut gi-ofsem, deren Bildung die nicht-eukli- 
dische Geometrie erfordere, nichts widersprechendes sei, wenn der 
Mensch sich nicht vermesse, etwas unendliches als etwas gegebenes 
und von ihm mit seiner gewohnten Anschauung zu umspannendes 
betrachten zu wollen. Auch die besonderen jjsychologiscben Con- 
aequeiizen, zu denen ihn dieser metaphysische Zusammenhang ge- 
leitet liat, sind gelegentlich von ihm besprochen worden. So be- 
merkt er, dass wii' von der conshmten Gröfsc, die in den analy- 
tischüu Formeln der nicht- euklidischen Geometiie zum Voi'schein 
komme, durch Erfahrung wissen, dass sie gegen aüfuB dni-cli uns 
messbare ungeheuer grofs sein müsse und in Euklids Geometrie 
deshalb unendlich groia werde. Seine gelegentliche Polemik gegen 
Kant jedoch in diesen Zusammeiüiang zu bringen, liegt nicht der 
geringste Grund vor.* Offenbar aber darf deshalb die Mitteilung von 

' Man vgl. dazu, waa Gauss (Briefw. Bd. V, S. 2i7) von einer Erweiterung 
sagt, die seine ursprünglichen Ansichten später erfatireu haben; möglichen- 
falls steht dieselbe mit den Ergebnissen der Disquis. generales c. swp&r- 
ficies cunias in Zusammenhang. Ob dagegen seine Aeufsevungen über die 
Bedeutung des unendlichgrofsen in der nicht-euklidischen Geometrie etwa 
anzeigen, dass er die charakteristischen Unterschiede beider Disciplinen 
hauptsächlich durch dieses Merkmal, dessen Sinn später deutlich werden 
wird, bezeichnen wollte, lässt sich wol nicht mehr entscheiden. 

^ In seiner Anzeige der zweiten Abhandlung Uebej- die Uquadratischeti 
Beete beöierkt Gauss: „Dieser Unterschied zwischen rechts und links ist, 
sobald man vorwärts und rückwärts in der Ebene, und oben und unten in 
Beziehung auf die beiden Seiten der Ebene einmal (.nach Gefallen) fest- 
gesetzt hat, in sich völlig bestimmt, wenn wir gleich unsere Anschauung 
dieses Unterschiedes Andern nur durch Kachweisung an wirklich vorhan- 
denen Dingen nachweisen können." ~ „Beide Bemerkungen hat schon 
Kant gemacht, aber man begreift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph 
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Sai'torius v. Wdltershaiiseii: „Gauss ii:icli süiiiur öfter iLiisguspi'ochenen, 
iiinorsten Änsiulit bcti'achtoto dies drei Dimctisiuneii des Baumes als 
eine spezifische Eigeiitümliclikeit der menschlicUcn Seelo, die Geg- 
ner als Böotiei-," nicht als der Ausdruck eiuer rationalistischen 
Ueborzougmig aufgofiisst worden. Die oben citirtcn, unmittelbar 
auf diese Bemerkung folgenden Worte dos gi'ofson Mathematikers 
über die Möglichkeit einer Anschauung von zweifacher oder mehr- 
lachor Ausdehnung beweisen vielmehr, dass es sich liier durchaus 
nicht 'ura ein Anatogon des kaiitischcn Idealismus handelt. Nur 
der empiristisclie Gedanke wii'd ausgesprochen, dass die Beschaffen- 
heit uiisei-er Kaumvorstellung durch die Art unserer Organisation 
wesentlich bedingt sei; die Möglichkeit allerdings scheint nicht aus- 
geschlossen, dass der „reelle Itamn" mehr als drei Dimensionen 
besitze. 

So sicher diese Ausführungen jedoch zeigen, dass Gauss alle 
die mathematischen und philosophischen Gesichtepiinkte gekannt 
und benutzt hat, welche diis Axiomeui)rüblem in dein letzten Jahr- 
zehnt seiner endlichen Lösung nahe gebracht haben, so wenig hat 
er doch dazu getan, diesen Ansichten während seines Lebens An- 
erkennung zu vei^cliaffen. Die meisten und verhältnisimifeig dout- 
Hchsten seiner Andeutungen finden sich in dem Briefwechsel zwi- 
schen ihm und Schumacher versteckt, der erst acht Jahre nach 
seinem Tode zu erscheinen begann; die Auünerksamkeit wurde 
deshalb auf dieselben erst gelenkt, als die überraschenden Ei^eb- 
nisse, zn denen die weiter entwickelte Theorie geführt hatte, ein 
allgemeineres Interesse an ihrem Ursprung hervorrief. 

Es war anderen vorbehalten, die Bedeutung der neu gefun- 
denen Gesichtspunkte durch speziellere Ausführungen in weiteren 
Kreisen zur Geltung zu bringen. Fast gleichzeitig veröffentlichten 
im Anfange der dreifsiger Jahre der russische Mathematiker N. J. 
Lobatschewsky sowie die beiden ungarischen Mathematiker 
Wolfgang und Johann Bolyai Üntefsuchmigen, welche die Ab- 
hängigkeit der euklidischen Geometrie vom Parallelen-Axiom nach- 
wiesen, und ein in sich consequentes geometrisches System ent 

in der erstereil einen Beweis für aeine Meinung, dass der Raum nur i'orm 
unserer Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die aweite so klar 
das Gegentbeil, und dass der Raum unabhängig von unserer Anschauungs- 
art eiue reelle Bedeutung halieu muss, beweist." 
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wickelten, welches die Aiiiiiihme, daas die Summe der Dreiccks- 
wiiikel kleiner als zwei Rechte sei, zur Voraussetzui^ hatte. 

Schon im Jahre 1829 hatte Lobatschewsky im „Kasaii'schen 
Boten" eine bezügliche Abhandlung veröffentlicht, die aber in Folge 
der geringen fremdländischen Circulation des russischen Journals 
eben so wenig Beachtung fand, wie die Untersuchungen über die 
„Neuen Anfangsgründe der Geometrie, mit einer vollständigen 
Theorie der Parallelen", welche in den Jahren 1836—1838 in den 
„Gelehrten Schriften der Universität Kasan" erschienen. Erst eine 
Abhandlung in Grelles Journal, die 1837 unter dem Titel Geome- 
trie imaginaire daselbst abgedruckt wurde, sowie die „Geometrischen 
UntorsuchuTigcn zur Theorie der Pai'alloUinien", welche 1840 er- 
schienen^, machten seine Ansichten in weiteren Kreisen bekannt, 
Lobatschewsky war zu der Einsicht gelangt, dass Legendres Be- 
mühungen die Theorie der Parallel Union nicht vervollkommnet 
hätten, da derselbe, um das euklidische Axiom zu ersetzen, genötigt 
gewesen sei, „zu Hüfssätzcn seine Zuflucht zu nehmen, welche er 
sich unbegründeter Weise bemüht, als notwendige Axiome darzu- 
stellen"; auch darin war er seinem berühmteren Vorgänger über- 
legen, dass er den Mangel an Erfolg in den bisherigen Verbc^se- 
rungsverauchen nicht mehr wie jener den ungenügenden Definitionen 
der geraden Linie u. s. w, zuschrieb. Statt des Parallelenaxioms 
machte er allgemeinere Voraussetzungen. Er teilte die geraden 
Linien, die in einer Ebene von einem Punkt auskiufen können, in 
zwei Klassen, je nachdem sie eine gegebene Gerade schneiden oder 
nicht. Als eine Parallele zur gegebenen geraden Linie definii-tc er 
die Grenzlinie der schneidenden und nicht schneidenden Geraden. 
Aus diesen Definitionen folgte für den Fall, da^ die Summe der 
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten gesetzt wurde, dass jene Ge- 
ra*:len nur schneidende oder' iwtrallelo sein konnten, damit also die 
Geometrie Euklids. Wurde aber jene Summe kleiner angenom- 
men, 80 zeigte sich, dass man zwei Seiten des Parallelismfts zulassen 
müsse. Durch einen gegebenen Punkt liefsen sich dann zu einer 
gegebenen Geraden zwei Parallelen ziehen, die eine auf der eiTien 
Seite der Senkrechten, durch welche der Punkt mit der gegebenen 



' Ke Pangemnitrie , welche in Kasan 1855 erschien, scheint ebenfallt; 
;niR Verbreitunir gefunden v.n haben. 
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Gerarlen iii Verbiiidiitig gesetzt wurde, eine zweite auf doi' anderen 
Seite; alle übrigen von dem Punkte ausgehenden Geraden mussten 
die gegebene schneiden, sobald sie mit jenen Parallelen einen noch 
so kleinen Winkel nach der Seite der gegebenen hin machten, im 
andern Fall aber schnitten sie dieselbe auch ins unendliche verlän- 
gert nicht. Lobatschewsky zeigte nun, dass diese Voraussetzung 
ebenfalls zugelassen werden könne, „ohne auf irgend einen Wider- 
spruch in den Resultaten zu führen", der ihre Unverträglichkeit 
mit den sonstigen geometrischen Lebrbegriffen bewiese. Die von 
ihm entwickelten Theoreme dieser „imaginären Geometrie" oder 
„Pangeometric", welche mit den entsprechenden Sätzen des eukli- 
dischen Systems selbstverständlich nicht übereinstimmten, so wenig 
sie zu einem analytisch absurden Resultat führten, bewiesen zu- 
gleich, dass die euklidische Geometrie als ein besonderer Fall der 
imagitiären angesehen werden könne, der eintrete, wenn die Linien 
uneudKch kloin würden, dass dieselbe also gleichsam eine Differen- 
tialgeometrie sei. Dennoch aber betonte er mit allem Nachdruck: 
„L'hypothese de la somme des angles d'un trianglc moindre quo 
deux angles droits ne peut avoir d'application quo dans l'Analyse, 
puisque les mesures diroctes ne nous montront pas dans la somme 
des angles d'un triangle la moindrc deviation de deux angles droits." 
Andrerseits aber erklärte er ebenfalls, dass über die Genauigkeit 
der Berechnungen der gewöhnlichen Geometrie nur die astrono- 
mischen Beobachtungen Auskunft geben könnten; falls nämlich das 
euklidische Axiom in unserm Raum nur annähernd erfüllt wäre, 
so könnten nur die Messungen der Winkelsumme sehr grofser 
Dreiecke zu sicheren Ergebnissen führen, da jene Summe in diesem 
Falle, wie die Lehrsätze der imaginären Geometrie zeigten, um so 
mehr von zwei Rechten abweichen müssto, je gröfsor der Flächen- 
inhalt dos Dreiecks würde. Auch er aber konnte, auf entsprcchendo 
Messungen gestützt, schon darlegen, dass diese Genauigkeit eine für 
unsere Mafsmethoden fast absolut vollständige sei. 

Zu denselben geometrischen Resultaten war unterdessen auch 
Wolfgang Bolyai' gekommen, jener Jugendfremid von Gauss, 



' Ueber ihn und seinen Sohn J, Bolyai Näheres im Vorwort von J, 
Feischacp, Absolute Geometrie nach J. Bolyai. Leipzig 1S72, wo auch die 
biographi seile Abliaudlung von Fr. Schmidt angezogen wird. 
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über ilon (xauss in trüliereii J;ilu'en gew^;t liaboii soll, „dass er 
der einzige gewesen sei, der in seine metaphysisch eu Ansichten 
über Mathematik einzugehen verstanden habe."' Aber auch diese 
Untersuchungen wurden nicht bekannt Sein Hauptwerk, das Tcti- 
tamen juveniut&n studiosmn m elemmta matfteseos puräCi clcmi^t- 
taris ac suhlimioris, vwfhodo inimtwa, evidentiaque Jmic propHa 
introdMcmidi^, war niclit allein in Mai'os-Väsärhcly, der abgelege- 
nen Hauptstadt dos Szeklei'landes in Siebenbürgen orschionon, es 
war überdies in nicht gewÖliulicher Form abgefasst, und empfahl 
sieh in joner Zeit schon dadui'eh wonig, dass es euio philosophische 
Einleitung entliioU, in der von den beiden „indclebilos divinae effi- 
giei lineiie, amor et voritas" die Rede war, und die Mathematik der 
Philosophie als der Wissenschaft von don ewigen Wahrheiten znoi'- 
teilt wurde. Bolyai wai' wie Lobatschewsky der Ansicht, dass teils 
die Mängel in der gewöhnlichen Darstellung der grundlegenden 
Detinitioiion, iiesonders aber die fidscho Auffassung des Parallelen- 
axion^ der Grund des statai'ischen Zustandos der Geometrie sei. 
Er versuchte es deshalb, diesen Definitionen eine Ableitung zu 
geben, welche sie unabhängig machte von dem Begriffe der Bewe- 
gung und lediglich den Bogrift' der Continuität in Anspmoli nahm. 
Als Grundlage der Coiigrucnzverhältnisso wollte er eine Definition 
des geometi'ischon Köi-pere angesehen wissen, die von den Quali- 
täten des äufseren Körpers nichts beibehalte, als die Eigenschaft, 
dass derselbe nicht zur gleichen Zeit verschiedene Räume erfüllen 
könne. Gleich seinem russischen Genossen behauptete er ferner, 
dass auch ohne das elfte Axiom Euklids ein in sich consequontes 
System der Geometrie analytisch ausführbar sei. Der Anhang zum 
ersten Bande seines Hauptwerks enthält eine verhältnismäfsig ein- 
gehende Darstellung derselben von seinem Sohn. Drei verschieden- 
artige, wenn auch zusammenhängende Axiome sollen nach seiner 
Analyse in dem Parallelensatz enthalten sein. Da keins derselben 
streng beweisbar ist, so ist es, wie er ausführt, kaum begi'eiflich, dass 
Euklid das seinige habe aufstellen können. So zweifellos nämlich die 
euklidische Geometrie mit demselben stehe und falle, so offenbar 
sei es doch, dass die Annahme, wonach die Summe der innem cnt^ 

' Sartorius V. Walte RäHAüSEK. Gauss zum Gedächtnia. S. lö ft'. 
* C'wm appendiee iriplicL II Tomi Maros Väsärheljini 1ÖÜ"2, 
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gegeiigesctateii Winkel klciiiov üls /woi Ilculito sui, obejisowol zn 
Gruude gelegt worden könne (aeque poui possit). Da nämliuli die 
übrigen goometrisehen Äxioino in beiden Fällen gleieh vollkommen 
bestellen bleiben, so eiitstobon zwei gleich wahre geümoti'ische 
Systeme, von denen das eine, welches jene Summe kleiner als zwei 
Rechte annimmt, wiederum unendlich viele gleich denkbare beson- 
dere Fälle unter sieh begreift, je nach den besonderen Werten, die 
man dieser Summe beilegt Auch hier führte die geometrische 
Durchführung dieser Systeme zu den Ergebnissen, die bereits Lo- 
batachowsky erhalten hatte. 

So unzweifelhaft diese Arbeiten auch die Möglichkeit eines all- 
gemeüieren geometrischen Systems dailegton, so wol auch wenig- 
stens die genannten Abhandlungen Lobatscbcwskys in den Fach- 
kreisen bekannt waren, so wenig gelang es ihnen doch, auf die 
Gestaltung der geometrischen Wissenschaft fördernd einzuwirken. 
Man wnsste mit den Resultaten ni^'hts anzufangen, Nui' wenige wie 
Gauss und vielleicht auch Üirichlet* mochten vermuten, welche 
Bedeutung diesen Anfängen einer neuen Entwicklung noch zu Teil 
werden könne. Vielen dienten sie zu nichts anderem, als zu einer 
interessanten aber wund erheben Exemplification der alten Ei-kcnnt^ 
nis, dass die mathematische Analysis im Stande sei, auch aus ima- 
gimlren Voraussetzungen formal vollkommen berechtigte Cousequen- 
zen zu ziehen. ^ Die meisten aber nahmen an dem Gegensatz der 
zu Grunde gelegten allgemeinen Hypothese über die Parallelität 
gegen die unzweifoUiafton Tatsachen der räumlichen Anschauung 
so grofsen Anstofs, dass sie geneigt waren, in solchen Theoremen 
nichts anderes zu sehen als die gefährlichen Bemühungen mathe- 
matischer Hyperakribie, die wolbegründeten Rechte der geometii- 
scben Anschauung zu verletzen. Hatte doch selbst Gauss behaup- 
tet, „dass die logischen Hilfsmittel zur Verkettung und Einkleidung 

' liPSCHiTz erwähnt in einem später genauer zu citirendeu Aufsatz {in 
Ch-eües Journal Bd. 741, dass Dirichlet ihm bereits im Anfang der fünf- 
ziger Jahre mitgeteih habe, die Gravitationsgesetze im imaginären Raum 
von, Gauss seien von ihm näher untersucht worden. 

^ Man vgl. Dbobisch, Logik. 3. Aufl. Leipzig 18Ö3. § 13. Anni. Dass 
Drobisch übrigens jetzt, "trotzdem jene Bemerlsung in der vierten Auflage 
seiner Logik stehen geblieben ist, von dem Wert jener Uatersuchungeu 
höher denkt, wird sich später zeigen. 



Hosted by 



Google 



— 28 - 

der Waiirbeiten in dar Goomotrie für sich nichts zu leisten ver- 
mögen, und nur taube Blüten treiben, wenn wicht die befruchtende 
lobendige Anschauung des Gregenstandes selbst überall waltet."' 
Das empirische Vorurteil der Zeit, das gegen jede nicht unbedingt 
durch die Tatsachen gebotene Verallgemeinerung mit vielem Eifer 
protostirte, gewährte diesen Ansichten überdies nicht geringe Untci- 
stiitKung. Und sie waren nicht ganz im Unrecht. Boljais Aus- 
führungen liefsen in der Tat den rein analytischen Charakter seiner 
sogenannten absoluten Geometrie nicht scharf geni^ hei-vortretcn ^, 
und so unbedingt er auch anerkannt hatte, dass die gewöhnliche 
Geometrie an das Axiom Euklids uuverbrüdilich gebunden sei, so 
hatte er doch schier eigenen Hypothese eine Gleichberechtigung 
eingeräumt, die das anschauliche Recht der überlieferten Geometrie 
und damit den Sinn ihres Gegensatzes gegen das neue System 
zei-störto. Auch bei Löbatschewsky war dieses Verhältnis der 
beiden Axiome nicht deutlich genug hervorgetreten; er hatte zwai- 
mit Recht nur behauptet, seine geometrischen Voraussetzungen be- 
dingten keine absurden Resultate, aber seine Entwicklungen, die in 
den „Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien" fast ganz 
dem synthetischen Wege der constructiven Geometrie folgton, liefsen 
über ihrem Widerspruch gegen die anschauliche Evidenz des Par- 
allelenaxioms vergessen, wie jene Erklärung aufzufiissen sei. 

Wären diese Versuche in weiteren Kreisen bekannt geworden, 
so würde ihre Unterachätzung unserer' tatsächlich giltigen räum- 
lichen Beziehungen nicht wenig dazu beigetragen haben, die Reac- 
tion gegen das übliche demonstrativische Beweisverfahren der Geo- 
metrie, die sich unter dem Einfluss besonders der kantischen Theorie 
der mathematischen Wissenschaften mid ihi'cr Nachwirkungen ge- 
rade in dieser Zeit erhob, kräftige Waffen zu liefern. So aber 



' Gauss, Göttinger gelehrte Anzeigen ISlö, H. tili), 

* Es ist auffallend, dass auch J. Frischauf in seiner „Absoluten Geo- 
metrie nach J. Bolyai" 1872 diese heut iinzuläseige Unklarheit unverändert 
beibehält. Denn die Behauptung, daas die Bolyai -Löbatschewsky sehe Hy- 
pothese aber die Parallelität „die zweite noch mögliche" sei, ist unbe- 
rechtigt, seitdem wir wissen, dass das Axiom, welches die Summe der 
Dreiecks winkel gröfser als zwei Bechte macht, für den sphärischen Raum 
in derselben Weise gilt, wie jene Hypothese für den ps endo sphärischen. 
Man vgl. hierzu die §§ 11 — 13 und den Anhang der citirten Schrift. 
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blieben aucb diese Bestrebungen, die sich bald gegen Euklids syl- 
logistische Entwicklung und dogmatische Darstellungsweise über- 
haupt richteten, bald auch speziell sich um die auch damals noch 
ununterbrochen erscheinenden Beweisversuche des elften Axioms 
concentrirten, ohne sonderliche Beachtung. Das Bedürfnis der ma- 
thematischen Wissenschaft drängte überdies nach analytischer Ver- 
allgemeinerung. Selbst Schopenhauers allmählich steigendes An- 
sehn gab jenen Versuchen keine erheblichen Förderungen; seine un- 
billige und gekünstelt einseitige Ausbildung der kantischen Theorie 
det Geometrie als eioer apriorischen, synthetischen Wissenschaft 
wurde vielmehr der Anlass, dass auch seine verständigen Einwen- 
dungen gegen die Sucht, seihst die anschaulich unmittelbar gewis- 
sen räumlichen Beziehiuigen zu beweisen, unberücksichtigt bheben. 
Sein Protest gegen die Ableitungsvei'suche des elften Axioms aus 
einfacheren Anscbauuugsverhältnisseu ' lässt sich bei geringer Ver- 
änderung auch auf die gegenwärtig noch nicht erloschenen Be- 
mühungen anwenden, dem euklidischen Grundsatz eine einfachere 
Gestalt zu geben. 

Jedoch nicht die ganze Philosophie der Zeit war in dem Vor- 
urteil befangen, dessen Entstehungsgründe auf Kants Auffassung 
der geometrischen Axiome und Lehrsätze als synthetischer Urteile 
a priori über die Raumformen zurückweisen. Der Anstofs zur wei- 
teren Entwicklung der bereits von Gauss gefundenen Principien 
sollte vielmehr grade von philosophischer Seite erfolgen. Herbarts 
psychologischer Empirismus, der den Raum als das Musterbild 
einer ausgearbeiteten Reihenform darstellte, gab denselben her. 
Herbart selbst zwar war weit davon entfernt, seine Theorie für 
eine der Anschauungsweise von Gauss analoge Ausbildung des 
geometrischen Problems von der Parallelität auszunutzen, seine 
Lehre steht sogar zu den Grundgedanken der neueren Ausbildung 
der geometrischen Wissenschaft in offenbai'em Widerspruch, den- 
noch enthielt sie Elemente, die sich zu den Gesichtspunkten des 
grofsen Göttinger Mathematikers in Beziehung setzen Hessen. Diese 
Elemente lagen, wie hier nur angedeutet werden kann, in seiner 
Unterscheidung des intelligibeln Raumes vom sinnlichen , vor allem 

' ScHOPENHAtTES. Welt uU Wille. 4. Aufl. Leipzig 1873. Bd, II. § 13. 
S. 142 ff. 
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aber in seiner Ableitung des letzteren als ein«' ßeilionform, mit 
der sich andere Eeiheiiformen, z. B. die der Zeit, der Zahl, des 
Gi-ades, der Farben, der Töne u. s. w. vergleichen lassen. Diese 
Lehren hatten bei Herbart allerdings einen rein psychologischen 
Inhalt. Seine mathematischen Theoreme bleiben sogar zum Teil 
hinter der gleichzeitigen Ausbildung jener Wissenschaften selbst 
zurück, wie in der Arithmetik, oder halten sich, wie in der Geo- 
metrie, von den mannigfachen Irrtümern der Fachdisciplin jener 
Zeit nicht fem. Dennoch waren es Keimpunkte, -die zur Entwick- 
lung gelangten, als die befruchtende Combinationskraft eines grofsen 
Mathematikers ihnen die erforderliche Nahrung zuführte, 

Riemann war es, der die reforraatorisch klärenden und er- 
weiternden Andeutungen von Gauss über eine mögliche Fortbildung 
der geometrischen Wissenschaft mit diesen weit davon abliegenden 
psychologischen Erörterungen Herbarts in eine fruchtreiche, über- 
raschende Beziehimg brachte. Schon in der letzten Zeit seines 
Uüiversitätastudiums, intensiver noch in den letzten Jahren vor 
seiner Habilitation hatte Riemann sich mit naturphilosophischen 
Studien beschäftigt, fiir welche er die Grundlagen einerseits bei 
Newton und Euler, andrerseits bei Herbart fand, ^) Dem anfäng- 
lichen Standpunkt des letzteren, der in seinen Habilitationsthe- 
sen niedergelegt ist, schloss er sich fast völlig an, dem späteren 
System desselben dagegen stimmte er nur teilweis bei. Er war, 
wie er selbst erklärt hat*, „Herbartianer in Psychologie und Er- 
kenntnistheorie (Methodologie und Eidolologie), Herbarts Natur- 
philosophie imd den darauf beziiglicben Disciplinen (Ontologie und 
Synechologie) konnte er jedoch meistens sich nicht anschliefsen." 
Der Punkt, an dem diese wesentliche Abweichung begann, lag, so- 
weit sich aus den veröffentlichten philosophischen Fragmenten Rie- 
manns und der gleich zu erwähnenden Abhandlung urteilen lässt, 
vermutlich in Herbarts metaphysischen Untersuchungen über den 
Raumbegriff, deren Unzulänglichkeit durch die geometrische Wen- 
dung, die Kiemann ihnen gab, an den Tag kommen musste. Der 
Verlauf seiner Speculationen führte ihn dann ähnlich wie Fechner 



' jB, Biemanns Lebemimif von Dkdekind. im 
mathematischen Werlien S. 515, 517, 521, vgl. S. 47e 
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zu seltsameil nietai)liysischeii Theoremen über eine allgemeine Be- 
seeltheit der Natui', zugleich aber auch zu eingehenden mechanischen 
Untersuchungen über die Wechselwirkungen der physikalischen 
Kräfte, deren Ergebnisse ihm eine neue Auffassung de-- hekamiten 
Naturgesetze, einen Äusdnick derselben mittelst anderer Grund- 
begriffe notwendig zu machen s'Shieneu. Jedoch nur jene durch 
Gauss bezügliche Untersuchungen bedingte geometrische Wendung 
der herbartischen Synechologie darf uns hier in Anspruch nehmen, 
die Riemaim in seiner Hahüitationsvorlesung aus dem Jahi'e 1854 
„über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen", 
mit bewundeiTiugswürdiger Kürze und Schärfe entwickelt hat. Als 
dieselbe von Dedekind im Jahre 1867 veröffentlicht wurde S er- 
regte sie ein nicht geringes Aufsehen sowol in den Kreisen der 
Mathematiker als auch der Philosophen. Die ersteren fanden in 
derselben die mathematischen Fragen nach den Axiomen der Geo- 
metrie, unter ihnen das Problem des Parallelismus, auf dem sicher- 
sten Wege und in der allgemeinsten Form beantwortet, während 
die letzteren darin nach Riemaims eigenen Andeutungen den Ver- 
such sehen mussten, das psychologische und das erkenntnistheore- 
tische Problem der Raumvorstellung, an dem sich die verschieden- 
artigsten philosophischen Systeme resultatlos gemessen hatten, in 
der unerwarteten Form einer amilytischen Untersuchung der Grund- 
lagen der geometrischen Wissenschaften zu lösen. Beiden Teilen 
bot die Arbeit überdies reichen Stoff zur Fortentwicklung, den 
Mathematikern, sofern die Ergebnisse Riemanns der geometrischen 
Discussion ein bisher fast gänzlich unbekanntes und völlig unbe- 
arbeitetes Gebiet zur Verfügung stellten, das reiche Aussicht bot, 
die geometrischen üntersnchungen zu vertiefen und zu erweitem; 
den Philosophen, sofern hier ein Beitrag zu den Fragen der Psycho- 
logie und der Erkenntnistheorie vorlag, der, wenn er gelungen war-, 
zu ebenso interessanten wie folgenreichen Ergebnissen führen konnte, 
deren Möglichkeit Riemann selbst in Aussicht gestellt hatte. 



' In den Äbhandlangeii der Köniyl. Gesellschaft der Wissenschaften su 
Göttingen Bd. XIII. Eiemano selbst hatte auf die Veröffentlichung seiner 
Vorlesung verzichtet, vennntlich, weil er, wie er selbst angedeutet hat, 
niedrere Capitel derselben einer Umarbeitung und Erweiterung für bedürftig 
hielt. 
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Dieses Interesse musste um so allgemeiner und dauoruder 
werden, als das folgende Jahr den Beweis brachte, wie notwendig 
die von Riemann angebahnte Verallgemeinerung mit dem Stande 
der matbec:atischen Wissenschaften verknüpft war. Helmholtz 
nämlich veröffentlichte in den „Heidelberger Jahrbüchern der Lite- 
ratur", sowie in den „Göttinger Nachrichten" zwei Aufsätze ', welche 
zeigten, dass er von eiiiem ganz verschiedenartigen Gebiete aus 
durch analoge Betrachtungen zu ganz denselben mathematischen 
Ergebnissen und philosophischen Consequenzon gelangt war. Sei- 
nen Ausgangspunkt bildeten die Untersuchungen der physiologischen 
Optik „über die räumlichen Anschauungen im Gesichtsfelde, spe- 
ziell das System der Farben und die Ausmessung des Gesichtsfeldes 
durch das Augenmafs." Die Vei^leichmig dieser Mamiigfaltigkeiteu, 
die sich, wie wir genauer sehen werden, analytisch durch unserem 
Raumsystem analoge Bedingungen darstellen lassen, mit den Mafs- 
beziehungen unserer Geometrie, hatte ihn zn einer Fragestellung 
geführt, die der Formulirung Riemanns völlig entspricht. Den- 
noch zeigen die Arbeiten beider Forscher wesentliche formelle und 
sachliche Differenzen. Die erste besteht darin, dass Helmholtz 
in den genannten beiden ersten Abhandlungen lediglich die mathe- 
matische Frage behandelt: „Wieviel von den Sätzen der Geometrie 
hat objectiv giltigen Sinn; wieviel ist im Gegenteil nur Definition 
oder F'olge aus Definitionen, oder von der Form der DarsteUung 
abhängig?" Die weitere Frage, woher unsere Kenntnis der Sätze 
von tatsächlicher Bedeutung stammt, die nicht mehr wie die erstere 
in das Bereich der exacten Wissenschaften gehört und von der jene 
Untersuchung ganz unabhängig ist, wird nur in so weit bemhrt, 
als die Ergebnisse auf sie hindeuten, dadurch allerdings ganz im 
Sinne des schon von Riemann behaupteten Empirismus beant- 
wortet. Erst die neuere Abhandlung „über den Ursprung und die 
Bedeutung der geometrischen Axiome"^ zieht die philosoplüscho 
Seite der Probleme ausdrücklich herbei. Bedeutsamer noch als 
diese charakteristische Enthaltsamkeit ist der sachliche Untei'schied, 



' „Ueber die fittsäehHchen Grundlagen der GeometTte." Heidelberger 
Jahrbücher 1868, Nr. 40 n. 47 und „Ueber die Tatsaehen, die dm- Geo- 
metrie z-um Grande Uegen," Ofittiiiger Nachrichten 1868, Nr. 9. 

- Helmholtz, Popidäre Votirägc. Heft III. Braiiiisthweig 187G. S. 21 1. 
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der Heimholte nur Veröffeiitlichung jenet \ufhit7t; \eiiiiliE,st hit 
Dieser Unterschied beateht in einem Zusatz, dei die Voi lussetzuii- 
gen näher bestimmt, die den Congruenz^erhaltnisseii unseies Rau- 
mes zur Grundlage dienen und den Einfluss nachweist, den diese 
Voraussetzungen auf die wesentliche GruniUage unserei Geometiie 
ausüben. 

Eine philosophische Untersuchung dei Raumtheoiip \(m Ek- 
mann und Helmholtz hat somit eine doppelte Aufgabe Sie musi 
erstens die mathematischen Entwicklungen, die zur Aufstelluuj? 
des Axiomensystems geführt haben, einer I'iufung unteiziehen, die 
ihi'e analytische Berechtigung und anschauliche Bedeutung zum 
Gegenstande hat, da gerade diese Punkte lut Giund phdosophischei 
Speculationen mehrfach beanstandet worden sind Sie muab z\vii- 
teiis prüfen, ob diese mathematische ITieoiie zu iigend welchen 
philosophischen Consequenzen Aulass gieht und im t ill der Be- 
jahung, welche Consequenzen es sind, die sich notwendig ergeben. 
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ZWEITES CAPITBL. 



DIE AXIOME DER EUKLIDISCHEN fiEOMETEIE. 

Unsere erste Aufgabe besteht demnach in dem Nachweis des 
notwendigen und hinreichenden Systems von Axiomen, das unserer 
Geometrie zur Voraussetzung dient. 

Dieser Nachweis ist in aller Strenge in den mehrfach erwähn- 
ten grandlegenden Abhandlungen von Riemann und Helraholti^ 
gefülu^, und in der nicht geringen an diese Arbeiten sich an- 
schliefsendeu mathematischen Literatur näher entwickelt worden. 
Eine zweite Reihe von Untersuchungen, unter denen besonders ein- 
zelne Abhandlungen von Beltrami und von Heimholte hervorzuheben 
sind, hat sich die Aufgabe gestellt, die anschaulichen Cousequeiizen 
der neuen Theorie möglichst vollständig zui' Darstellung zu bringen. 
Jedoch weder die Berechtigung der mathematischen Analyse noch 
der Sinn ihrer ansohaulichen Intei-pretation ist einwurfsfrei zuge- 
standen worden. Es wird deshalb unsere Aufgabe sein, den logischen 
Process möghchst scliarf herauszuheben, der jenen Beweisvei*sucheii 
zu Grunde Hegt, 

Schon an früherer Stelle haben wir gesehen, dass die Axiome, 
welche der Geometrie zur Voraussetzung dienen, nichts anderes 
bestimmen als die wesentlichen Prädicate, die den Inhalt unserei' 
Raumvorstellung bilden. Dieser Forderung, die sich aus dem Wesen 
der geometrischen Wissenschaft von selbst ergiebt, scheint der tat- 
sächliche Charakter der euklidischen Axiome indessen zu wider- 
sprechen. Denn die hici'ht^i gehörigen Voraussetzungen Euklids, die 
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drei Postulats und die drei letzten Axiome ', bezielien sich nicht 
sowol auf die Eigenschaften unserer Raumvor st eilung als solcher, als 
vielmehr auf hesondcro Eigenschaften bestimmter einfacher Raum- 
formen, der Linien und Winkel. Jene atigemeinen PrMicate sind 
jedoch mittelbar in diesen besonderen Eigenschaften der Construc- 
tionsbegriffe enthalten, sofern sie das Fundament derselben bilden; 
die Form ihrer Darstellung ist nur den specielleren Bedürfnissen 
der geometrischen CoDstruction angepasst. 

Für unseren Zweck ist es erforderlich, dass wir die Prädicate 
der Raum vor st eilung nicht in dieser üblichen Form aufsuchen, da 
sie hier nicht rein, sondem in Verschmelzung mit den Definitionen 
auftreten, deren Berechtigung erst ersichtlich wird, wenn die Grund- 
lage, auf der sie ruhen, vollständig bestimmt ist. Wir werden dem- 
nach das einfachste, vollständige System von Axiomen erhalten, 
wenn es uns gelingt, alle jene wesentlichen Prädicato in einfachster 
Form zum Ausdruck zu bringen, oder kürzer, wenn wir im Stande 
sind, eine Definition des Raumes zu finden. 

Diese Formulirung unserer Aufgabe bedarf einer näheren Er- 
klärung. Es mag befremdlich erscheinen, dass wir von vorn herein 
den Sprachgebrauc^li dei- Mathematiker verlassen, sofern wir schon 
in der Fragestellung nicht kurzweg von den Merkmalen des Rau- 
mes, sondern von den Pradicaten der Raumvorstellung reden. Darin 
soll jedoch nicht eine Prolepsis irgend eines etwaigen psychologischen 
oder erkenntnistheoreti sehen Resultats liegen, sondem nur eine 
notwendige Unterscheidung vorweg angedeutet werden. Gleichviel 
nämlich, welche von den beiden entgegengesetzten zur Zeit gel- 

' Die drei Postulate Eulilids lauten : 
Eb wird gefordert 

1) Von einem jeden Punkt nach einem jeden anderen eine gerade Linie 
zu ziehen. 

2) Eine gerade Linie in derselben Richtung continuirtich au verläogem, 

3) Um jeden Punkt in jedem Abstand einen Kreis zu schlagen. 
Die drei letzten Axiome lauten: 

10) Alle rechten Winkel sind einander gleich. 

11) Wenn eine gerade Linie, die zwei andere schneidet, bewirkt, dass 
die Summe der inneren entgegengesetüten Winkel kleiner als zwei 
Rechte wird, so treffen sich die beiden Linien hinreichend verlängert 
auf der Seite jener Winkel. 

l-2\ Zwei gerade Linien schlieesen keine)! Raiiiii ein. 
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tenden Theorien über den psychologischen Ursprung unserer Kaum- 
vorstelltuig die richtige ist, gleichviel femer, welche von deu gegen- 
wärtig neben einander besteheudcn Annaiinieu über die erkeiintnis- 
theoretische Bedeutung derselben der Wahrheit entspricht, so ist 
doch die eine Tatsache des Bewusstseins iiir deu Empiristen wie 
flir deu Nativisteii und für den Realisten wie für deu Idealisten 
gleich sicher constatirt, dass der Raum der Geometrie ebenso wie 
der Raum der Physik und Astronomie zunächst eine Vorstellung 
ist von demselben Bewusstseinsgehalt wie jede beliebige andere 
Vorstellung auch. Unsere Frage nun gilt fürs erste ledighch der 
tatsächlichen Beschaffenheit dieser Vorstellung; dadurch aber ist 
sie spezifisch verschieden sowol von der Frage nadi ihrem Ursprung 
als von der nach ihrer Geltung. Denn diese Beschaffenheitsbestim- 
mung unserei- Vorstellungen ist überall Sache der besonderen Disei- 
plinen, denen die Ausarbeitung des Inhalts bestimmter Vorstellungs- 
gruppen als Aufgabe zufällt. Unsere Fragestellung bezieht sich 
demnach zwar auf den psychologischen Charakter des Raumes, so- 
fern sie von ihm als einer Vorstellung spricht, aber sie will damit 
weder ein psychologisches Problem berühren noch eine psychoki- 
gische Beweisführung zur Geltung bringen. 

Dennoch sind wir gezwungen, zum Zweck der Orientirung über 
deu eigentlichen Sinn unserer Aufgabe noch einen zweiten Schritt 
in das Gebiet der Psychologie zu tun, da die Vermischung jener 
drei wol von einander zu trennenden Fragen, zu welcher die Unter- 
suchung eines solchen Grenzgebietes leicht verführt, der psycholo- 
gischen Theorie einen Einwand entlehnt hat, der die Berechtigung 
der Fragestellmig überhaupt bedi'oht. Denn die oben geforderte 
Definition unserer Baumvorstellmig kann nur gebildet wei'den, wenn 
wir im Staude süid, den Gattungsbegriff zu finden, dem wir dieselbe 
subsumiren- müssen, und die spezifischen Merkmale zu bestimmen, 
die sie von den anderen möghcheu oder etwa wirklichen coordinir- 
ten Arten dieses Gattmigsbegriffs unterscheidet. Dieser Forderung 
widerstrebt aber, so schehit es, die psychologische Erkenntnis, dass 
unsere Raumvorstellung, sofern sie als unmittelbar gegeben anzu- 
sehenist, als eine einzigartige Raumanschauung naher bestimmt 
werden muss. Die Wahi'heit dieser Klassificirung lässt sich nach 
Kants epochemachenden Untersuchungen, die wen^stens in diesem 
einen Punkt allen Angriffun siegreich widerstanden haben, nicht 
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mehr bezweifeln. Jedoch ebenso sicher ist, dass sie nicht die volle 
Wahrheit enthält. Gerade mathematiache Betrachtungen lehren, 
dass der Ranm unbeschadet dieses seines urspriinglichen Charakters 
auch als ein Begriff aufgefasst werden kann, der sich als ein wol- 
bestimmtes Glied in eine grofse Reihe entsprechender Begriffe ein- 
ordnen lässt. 

Die Handhabe hierzu bietet die analytische Geometrie, welche 
lehrt, dass auch die besonderen Raumanschauungen, die den eigent- 
lichen Gegenstand der mathematischen Untersuchung bilden, zugleich 
Raumbegriffe sind. Erstens nämlich ergiebt sich leicht, dass jene 
■Raumformen, deren gegenseitige Mafsbeziehungen die euklidische 
Geometrie durch die synthetische Methode constructiver Darstellung 
entwickelt, zugleich Gröfsenbegriffe sind, deren Verhältnisse sich 
auch auf analytischem Wi^e durch Systeme von Gleichungen be- 
stimmen lassen. Schon daraus geht diese Doppelnatur jener For- 
men hervor, dass alle geometrischen Beweise zugleich Gröfsen- 
begriffe enthalten und verwerten. Diese zweifache Geltung jedoch 
ist nur dadurch möglieb, dass jene besonderen Fonnen nicht ledig- 
lich Raumanschauungen sind, vielmehr der geometrischen Unter- 
suchung überall als Raumbegriffe gelten. Dass dies wirklich der 
Fall ist, bedarf keiner eingehenderen Discussion. Die Grundlagen 
der geometrischen Constructionen sind Begaffe, die nicht blofs von 
den unwesentlichen Merkmalen der einzelnen Raumanschauungen 
abstrahiren, sondern sogar die allen bezüglichen Raumanschauungen 
gemeinsamen Merkmale in einer Weise verändern, die jede beson- 
dere Anschauung z. B. einer Linie oder eines Dreiecks zu einer 
uicbt einmal adaequaten Dai-stellüng des Begriffs macht. Die Defi- 
nitionen der Geometrie entwickeln datier, streng genommen, nicht 
Anschauungen, nicht abstracto Begriffe, sondern Ideen. Auch aus 
der Natur des geometrischen Beweises lässt sich dies folgern. Der- 
selbe besteht in nichts anderem als in der Reduction der verwickei- 
teren Mafsbeziehungen, die in der Behauptung angegeben sind, auf 
einfachere, bereits bekannte Mafsbeziehungen; diese aber weisen 
zuletzt auf die einfachsten Constructionabegriffe oder Ideen zurück.^ 
Auch der geometrische Beweis benutzt somit lediglich Baumbegriffe' 
wird doch die Entwicklung der Geometrie lediglich dadurch he- 



hierUber tinijet sich am Schluss des dritten Cafiitela. 
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(liiigt, ilass juuo (.■on.sü'uctiveii Giimdlageu iiuf immer complk'irterc 
Mafsbeziehuiigeu übertragen werden. Die geometrischen Eiiizel- 
auschauungen sind deshalb nur VorstellungsrepräBeutanten der 
Ranmbegriffc, die in ihnen enthalten sind. Wäre es zweckmäfsig, 
die scheinbare Paradoxio dieser Doppohiatur torminologisch auszu- 
drüokon, so könnte man die geometrischen Raumfonncn Begriffs- 
anschauungen nennen. 

Bisher wusste die analytische Geometrie nur die besonderen 
Determinationen derßaumvorstellung, wie sie den einzelnen geo- 
metrischen Problemen zu Grunde liegen, als Gröfsonbegriffe zu ent- 
wickeln. Offenbar aber ist es möglich, auch die allgemeine Raum- 
vorstellung auf diese Form zu bringen. Selbstverständlich ist, dass 
sie nicht weniger als ihre einzelnen Bestimmungen dem Gattungs- 
bogriff der Gröfse überhaupt subsumirt werden kann. Ebenso las- 
sen sich ihre wesentlichen Eigenschaften, die Ausgedehntlieit nach 
drei Dimensionen, die Continuität, die Congruenz in sich selbst, die 
Unendlichkeit u. a. m. unalytisch ausdrücken. Denn denselben lasst 
sich zunächst eine anschauliche, constructivo Bedeutung beilegen. 
Die Ausdehnung nach drei Dimensionen z. B. ist dadurch charakte- 
risiii, dass die Lage eines jeden Punktes durch seine Beziehungen zu 
drei von einander unabhängigen Baumgröfsen, etwa zu einem System 
von drei auf einander rechtwinkligen Coordinatenaxen eindeutig be- 
stimmt wird. Die Continuität lässt sieh durch die Entstehungsweise 
des Körpers aus der Bewegung von Flächen u. s. w. oder umgekehrt 
durch die Entwicklung der Flächen, Linien und Pimkte als Gren- 
zen bezüglich des Körpers, der Fläche oder der Linie darstellen, 
oder endlieh durch die Teilbarkeit ins unendliche, die jeder Baum- 
anscliauung anhaftet, zum Ausdruck bringen. Diese Constructions- 
begrifle lassen sich ferner in Gröfsenbegriffe umformen. Die Ausdeh- 
nung nach drei Dimensionen wird so zur Abhängigkeit eines jeden 
Elements • von drei von einander unabhängigen Veränderlichen. 
Unter dei Contmuitat feniPi veistehen wu diejenige Beschaffenheit 
einer Baumgrofse, wonach sie, um von pinem Endwert zu einem 
anderen /u gelangen, ille zwischenhegeuden Endwerte durchlaufen 

' Ich habe den Ausdiuck Eltment deii Riemanu deu BestimurangB- 
weisen der discieteu Grofsen vorbehält auch tQi die stetigen Gröfsen be- 
nutzt weil die Bezeii-hniintt Pirntt die ErmiPruig au die Eaumvorstel- 
JH 711 nhe bnr t ^ n der m fol.pnden melrfach abstiahirt werden soll. 
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luuss, deren Cuordiiiateii übertliea sicli bei der Bewegung eines 
Punktes so äiideni, daes die Verhältnisse der zusammengehörigen 
Äendeniugen, wenn diese selbst unendlich klein werden, sich einem 
Constanten Werte nähern. ^ 

Da eine solche analytische Bestimmung für jedes der wesent- 
lichen Mci'kmale unserer Raumvorstellung möglich ist, so ist es auch 
möglich, eine Definition derselben als eines Gröfsenbegriifs zu geben, 

Diese Möglichkeit lässt sich jedoch erst ausfuhren, wenn die 
Zahl imd der Zuaammeuhaug der Prädii^te, welche die Definition 
bilden sollen, genau angegeben werden kann. Dazu aber wird er- 
fordert, dass wir andere Gröfsenbogriffe bilden können, die sich mit 
dem Gröfson begriffe unseres Raumes vergleichen lassen. Unsere 
erste Aufgabe besteht demnach darin, solche Gröfsen aufzusuchen, 
die einen Teil der Merkmale unseres Gi-ölsenbegrifFs vom Räume 
besitzen, denen aber andere Merkmale, die wir demselben gemÜfs 
seiner tatsächlichen Beschafi'enheit beilogen, nicht zukommen. Da- 
dni-ch aber erhalten wir zunächst nur eine analytische Definition 
des Raumes, d. h. eine solche, welche sämmtliche Prüdicate nicht 
in ihrer anschaulichen Bedeutung, sondern lediglich nach ihren 
analytischen Werten enthält. Jedoch wir können diese Definition, 
nachdem wir sie auf solche Weise erhalten haben, wiederum in die 
Sprache der Anschauung zurückübersetzen, von der wir ausgegan- 
gen sind, da jedem einzelnen der gefundenen analytischen Merk- 
male selbstverständlich ein eindeutiger anschaulicher Sinn zukom- 
men muss. 

Hieraus nun geht erstens hervor, dass unsere allgemeine Raum- 
vorstellung den besonderen Raum Vorstellungen, die wir aus ihr heraus 
bilden können, insofern vollkommen analog ist, als sie sich uns eben- 
falls in dreifacher Form: als ßaumanschauung, als Raumbegriff und 
als Gröfsenbegriff vom Räume darstellt. Es folgt jedoch zweitens, 
dass wir diese drei Vorstellungen in beiden Fällen nicht auf dem 
gleichen Wege entwickeln. Beide Male zwar ist uns die Anschauung 
als solche zuerst g^eben; aber jene besonderen Anschauungen fiih- 
ren unmittelbar zu den in ihnen enthaltenen Begriffen, weil wir von 
ihnen überall eine gleichartige Vielheit zu bilden vermögen; die 
; Hau man schauung dagegen lässt sich nicht unmittelbar 



' Hbuhholtz, G'JUinger gelehrte Anseigen, a. a. Ü. Ö, lifo. 
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in einon Raumbcgi'iff umfurmcn, weil uns eine solche Vielheit der- 
selben nicht anschaulich gegeben werden kann, da der Kaum als 
Anschauung betrachtet einzigartig ist. Erat die analytische Discus- 
sion zeigt hier, dass gleichartige Begriffe existiren, deren Verglei- 
chung mit einem vorläufig gebildeten analytischen Begriff zunächst 
zu einem Gröfseuhegriff des Raumes führt. Dieser führt dann zu 
dem eigentlichen Raumbegriff, sofern seine Merkmale sich anschau- 
lich umdeuten lassen. Der Gröfsenbegriff, der für alle spezielle 
Construetion demnach den dritten Schritt der Entwickluiig resp. 
die zweite Stufe der Abstraction darstellt, repräsentirt für unsere 
Aufgabe den zweiten Sehritt, die erste Stufe der Abstraction, 

Der Ausgangspunkt für unsere weitere Untersuchung ist dem- 
nach eine vorläufige Definition des Gröfsenbegriffs vom Raum, welche 
uns die gleichartigen Begriffe, die zur Verglcichujig dienen können, 
zeigen soll. Hierzu können wir die beiden Merkmale der dreifachen 
Ausdehnung und der Continuität benutzen, die wir schon oben be- 
sprochen haben und demnach sagen: der Raum ist eine stetige 
Gröfse, deren Elemente durch drei von einander unabhängige Ver- 
änderliche eindeutig bestimmt sind. 

Diese beiden Prädicate nun müssen den coordinirten Gröfsen- 
begriffen, die wir suchen, jedenfalls zukommen. Natürlich nur in 
analytischem Sinne; denn vorläufig, dies sei nochmals aasdrücklich 
erwähnt, leisten wir darauf Verzicht, Beispiele zu treffen, deren 
analytischen Prädicaten wir eine anschauliche Bedeutung zu geben 
vermöchten, die unserer Raumanschauung entspräche. Ein erstes 
solches Beispiel nun liefert uns das System der Farbenempfindun- 
gen, d. b. die Gesammtbeit der unterscheid baren Farbeneindrücke. 
Dieselbe stellt sich der analytischen Betrachtung zuerst als eine 
stetige Gröfse dar, sofern zwei beliebige Farbeneindrücke in der 
Tat durch eine für- unser Empfinden voßkommen continuirliche 
Reihe von anderen verbunden werden können, sofern überdies alle 
diese Eindrücke, psychologisch betrachtet, gleich einfache Empfin- 
dungen abgeben. Dem widerspricht nicht, dass das Farbensystem 
sowol der physikalischen als der physiologischen Theorie nicht als 
eine continuirliche, in sich gleichartige Gröfse erscheint. Wir dür- 
fen der physikalischen Analyse ohne weiteres zugeben, dass nicht 
alle Farbenempfindungen hinsichtlich ihrer objectiven Zusammen- 
setzung gleichartig sind^ da nur ein Teil derselben den einfachen 
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Specitralfarbeii entspricht, andere dagegen wie das Purpur und das 
Weifs erst durch eine Mischung zweier oder mehrerer jener Farben 
entstehen, noch andere emllich, "wie das Grau und da^ Braun nichts 
anderes sind als lichtschwaches Weifs resp. lichtschwaches Gelb. 
Wir haben ebenso wenig einen Anlass, der .physiologischen Theorie 
entgegen zu treten, welche alle jene Eindrücke auf die verschieden- 
artige Reizung dreier Arten von Nervenfasern reducirt, also auch 
von ilireu Gesichtspunkten aus die Gleichartigkeit der einzebien Ein- 
drücke leugnet. Denn uns genügt die psychologische Tatsache, dass 
alle diese Unterschiede in den Empfindungswerten der Farben selbst 
nicht zum Ausdruck kommen, da uns das Weifs als Empfindung 
ebenso einfach erscheint wie jede beliebige Spectralfarbe, und uns 
ein dunkles Braun dem hellou Gelb nicht näher steht als etwa ent- 
sprechende Farbentöne in Rot und Orange. Auch das fernere Er- 
gebnis der physikalischen Untersuchung des Spectrums lässt uns 
unberührt, dass schon die Reihe der einfachen Grundfarben zwischen 
Rot und Ultraviolett im allgemeinen discontinuirlich ist, sofern nur 
glühende Körper, wenn ihre Strahlen durch einen luftleeren Raiun 
gehen, continuirliche Spectra geben können. Denn auch diese Dis- 
continuität gilt nur der Farbenreihe in objectivem Sinne, da wir 
keine Differenz zwischen den Fai'bentönen zu beiden Seiten eines 
und desselben dunklen Streifens im Spectrura wahrnehmen können. 
Bleibt somit die Gleichartigkeit und Stetigkeit des Systems unserer 
Farben empfindungen als solcher gesichert, so wird die Analogie 
desselben mit unserem GröfsenbegrifE vom Raum hinr^chend grofs 
sein, sobald es möglich wird, demselben in analytischem Sinne auch 
drei Dimensionen zuzuschreiben, d. h. also die Abhängigkeit jedes 
seiner Elemente von drei unabhängigen Variabein darzutun. Diese 
Abhängigkeit nun ist in der Tat vorhanden. Denn so unendlich 
mannigfach die objective Zusammensetzung farbigen Lichts auch 
variiren kann, so unzweifelhaft dasselbe deshalb der physikalischen 
Betrachtung im allgemeinen als eine Function unendlich vieler Va^ 
nabeln erscheinen muss, so reducirt sich diese Mannigfaltigkeit 
doch flir die Empfänglichkeit unseres Auges überall auf drei Gröfsen. 
Die Beschaffenheit einer jeden Farbenempfindung nämlich, die 
einfachen Spectralfarben als Grenzfalle einbegriffen, ist bedingt 
erstens durch den Farbenton, zweitens durch den Sättigungsgrad 
un^l drittens durch die Lichtstärke der betreffenden Farbe. Jede 
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dieser drei Gröfseii aliev lässt sich wie die Grötseiibegriffo der Coor- 
dtaaten als stefeig und im ullgeraeinen auch jJs unabhängig ver- 
änderlich* betrachten. Wie fernGt den Raumbestimmungen ver- 
schiedene CoordiuatcnsyBteine au Grunde gelegt werden können, 
so lassen sich auch hier verschiedene Variabelo zum Ausdruck jener 
Abhängigkeit benutzen. Denn ein jeder Farbeneindruok läset sich 
auch darstellen als abhängig von der Quantität eines gesättigten 
farbigen Lichts, der Wellenlänge desselben und der Quantität 
weifsen Lichts, die seinen Sättigungsgrswl bedmgt; auch als abhängig 
von drei einfachen Fai'ben, den sogenaiuiten Grundfarben, die Young 
als Rot, Violett und Grün bestimmt hat, lässt or sich betrachten. 

Das Farbeiisystem ist demnach ähnlich dem Kaum eine stetige 
Gröfse, deren Elemente durch ihre Beziehungen zu drei von ein- 
ander im allgememen unabhängigen Veränderlichen eindeutig be- 
stimmt sind. Deshalb ist es auch möglich, dasselbe räumlich zu 
construiren;- und ähnlich wie im Baum lässt es sich, je nachdem 
man die Abhängigkeit von einer, zwei oder drei Variabeln in Be- 
tracht zieht, als Farbaicurve, als Farbentafel oder als ein der Pyra- 
mide ähnlicher Farbeukörper zur Darstellung bringen. 

Diese Gleichartigkeit beider Begriffe lässt jedoch wßsentiicheii 
Differenzen freien Raum. Schon die Art, in welcher jedes Element 
von den drei Coordinaten abhängig ist, ist in beiden Fällen nicht 
identisch. Die drei Dimensionen des Raumes lassen sich mit ein- 
ander vertauschen, so dass es z. B. möglich ist, die Entfernung zweier 
Punkte, die übereinander auf der y-Axe liegen, mit dem Abstand 
zweier anderer zu vergleichen, die neboncinauder auf der \-Axe 
oder hintereinander auf der z-Äxe behndlich smd Etwas anal()ges 
findet im Farbensystem nicht statt Wir können die Differenz zweier 
Farben von gleichem Fai-benton und Sättigungsgrad iber veischie- 
dener Lichtstärke nicht mit dem Untpisthied zweiei EmdiULke von 



' In strengem Sinne sind diese drei Veianderliehen allerdings von em 
ander nicht unabhängig. Der Farhenton vaiiirt je nach dem Grade der 
Intensität und der Sättigung. Bei geringei Intensität nabelt er sich z B 
dem Schwarz, bei grofser dem Weifs Die Grenze dieses Uehergangs ist 
überdies für die verschiedenen Faiben nicht die gleicbe — Zu diesem gan- 
zen Abschnitt vergl. übrigens Wundt Gtundzuge dei yfti/sioJoi/iscfteR Psy 
ehologie, Leipzig 1874. S, 373 f. und besonders Hblmholtz Fh'isioloqiseke 
Optik. Leipzig 1867. § 19 ff. 
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gleichem Sättiguiigsgi'acl und gleicher Lichtstärke aber vei'schie- 
deiiem Fai'bentoii, und ebensowenig mit dem zweier Empfindungen 
von gleicher Lichtstärke und gleichem Furbenton aber verschie- 
denem Sättigungsgrad iu Vergleichung bringen. Noch einen zweiten 
Unterschied beider Gröfscn können wir ohne Mühe bestimmen. 
Unsere Anschauung vom Rauino lehrt uns denselben als einen ins 
unendliche ausgedehnten erkennen; das Farbeosystem dagegen be- 
sitzt oino solche Ausdehnung ins unendliche nicht. Die geometrische 
Construction desselben zeigt uns einen endliche]], einem Doppelkegel 
resp. einer üoppelpyramide älinlichen Körper. Weder der Farben- 
ton i]och dor Sättigungsgrad noch die Lichtstäi'ke lässt sich für 
unser Empfinden ins unendliche variiren. Auch für dieses Merkmal 
können wir den analytischen Ausdruck bestimmen; wir köimen 
jedoch erst au späterer Stelle zeigen, welchen Wert derselbe fllr 
U]]seren Raum ai]nimmt. 

Ein zweites Beispiel einer stetigen Gröfse von drei Dimen- 
Biü]ien bietet uns das System der Tonempfind ungeu dar. Die Natur 
eines jeden Tons ist bedii]gt durch seine Höhe, seine Intensität m]d 
seine Klangfarbe, deren jode unabhängig von der anderen variirt 
werden kann; diese Veränderung ist überdies in der Weise möglich, 
dass jeder Ton durch alle möglichen Zwischentöne iu jeden anderen 
übergeführt werden kann. Auch hier aber gelten mannigfache Unter- 
schiede vom Raum: Wie die Farbeneindrücke bilden die Tonempfin- 
dungen eine endliche Mannigfaltigkeit, deren Dimensionen sich nicht 
miteinander vertauschen lassen. Ueberdies sind diese beiden Systeme 
auch von einander analytisch wo] verschieden, wie sich leicht ergiebt, 
sobald wir die räumlichen Constructioneu beider mit einander ver- 
gleicheii. Die Farbencurve z. B. ist eine Linie, deren Eadijunktc, 
Rot und Violett, sich einander nähern und durch das Purpur i]i 
einander übergeführt werden können, während die Endpunkte der 
blofs nach ihrer Höhe geordneten Tonreihe, etwa das nach Helm- 
holtz eben noch wahrnehmbare c_ ■>, und das von Savard be- 
stimmte dg^ weiter von einander entfernt 8i]id als ii-gend welche 
andere Punkte, Die Farbenliuie ist demnach eine geschlossene 
CuiTe, die Tonreihe eine begrenzte Gerade. 



' Maji vgl. WüLLNBE, Es^peninental-Fhysik. Hand I. a. Aiili, Leipzig 
ISTi. g 158- 
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Diese beiden Beispiele genügen, uns einen Gattungsbegriff bil- 
den zu lassen, der das Raumsystem, wie das Farben- und das Ton- 
system, sowie alle anderen entsprechenden Gröfsen, die sich noch 
angeben lassen, gleicherweise umfasst, den Gröfsenbegriff nämlich 
einer dreifach bestimmten stetigen Mannigfaltigkeit^ 
überhaupt 

Jedoch dieser Begriff ist noch nicht hinreichend erweitert, uns 
die Abhängigkeitsbeziehungen aller für unsere Aufgabe in Betracht 
kommenden Mannigfaltigkeiten einsehen zu lassen. Wir können das 
Gesetz der Begriffsreihe, die wir entwickeln wollen, erst finden, 
wenn wir auch das allgemeinete Glied derselben erkannt haben. 
Zu dieser notwendigen Erweiterung iuhrt uns die Untersuchung 
der möglichen Abstractionsformen, die in dem Begriff einer di'eii'ach 
bestimmten Mannigfaltigkeit enthalten sind. 

Was zunächst unseren Raum betrifft, so können wir auf Grund 
eines einfachen Abstractionsprocesses denselben zu den Begriffen 
zweifach ausgedehnter Baumgröfsen, der Flächen, und einfach aus- 
gedehnter Raumgröfsen, der Linien verengen.^ In ähnlicher Weise 
können wir die Farbeneindrücke oder die Tonempfindungen nur auf 

' Um Mis Verständnis Ben vorzubeugen, sei schon hier bemerkt, dass dieser 
Begriff, wie aus dem Folgenden deutlicher werden wird, weiter ist, als 
Eiemanns Begriff einer dreifacli resp. n-fach ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit ülierliaupt. — Die Bezeichmmg des entwickelten Begriffs als einer 
dreifach .bestimmten Mannigfaltigkeit ist ungenau, da jene Bestimmtheit 
nur die Elemente derselben betrifft; aber gerade die un anschauliche Natur 
dieser Begriffe scheint es zweckmäfsig zu machen, die dem Sprachgebrauch 
gemäfse Bezeiclinungs weise hier zu verlassen und statt dessen die leicht 
vorstellbaren Abhängigkeitsbeziehungen der Elemente zum Ausdruck zu 
bringen, 

* Diese Andeutungen über den Bildungsprocess der mathematischen Vor- 
stellungen von Flächen, Linien und Punkten bestätigt Eugleich die oben 
ausgeeiirochene Behauptung, dass für die geometrische Beweisführung nur 
die Eaumbegriffe jener Formen in Betracht kommen. Wir besitzen keine 
Anschauung von Flächen und Linien als solchen, sondern nur die Anschauung 
von Körpern, von denen eine oder zwei Dimensionen im Verhältnis zur drit- 
ten unendlich klein sind. Wie die Vorstellung keines einzigen Begriffs rein 
vollziehbar ist, da die Merkmale, die ihn zur Anschauung ergänzen, immer 
in. Mitwirkung bleiben, so auch hier, wo die Vorstellungen trotz ihres dis- 
cursiven Charakters dennoch als Anschauungen erscheinen, weil für sie jene 
notwendige Trennung der Merkmale in Folge des engeren Zusammenhangs 
derselben noch weniger ausführbar ist, als in den meisten anderen Fällen, 
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zwei resp. auf eine der sie bestimmenden Gröfsen beziehen, und so 
die VorsteUungen von Fai'ben- oder Tontafeln, resp. von Farben- 
oder Tonliiiien bilden, die ebenfalls nur als abstracte Begriffe gelten 
können. Und jeder dieser Processe ist analytischer Deutiuig fähig; 
jede der Vorstellungen, die aus ilini resultiren, lässt sich als ein 
Grölsenbegriff bestimmen. Dass eine Manuigfaltigkeit zweifach oder 
einfach bestimmt ist, bedeutet, wie die analytische Diacussion er- 
giebt', nichts anderes, als dass jedes ihrer Elemente durch zwei 
resp. eine unabhängige Veränderhebe eindeutig gegeben ist. So 
selbstverständlich dieses Resultat erscheint, so wichtig wird es doch 
für die Erweiterung unseres oben entwickelten Gattungsbegriffs. 
Denn es setzt uns in den Stand, nunmehr auch den Begriff einer 
mehr als dreifach bestimmten Mannigfaltigkeit analytisch zu bilden. 
Eine vierfach bestimmte Mannigfaltigkeit wird sich demnach defi- 
niren lassen als eine solche, deren jedes Element durch vier von 
eina.nder unabhängige Veränderliche eindeutig gegeben ist; eine 
n-fach bestimmte Mannigfaltigkeit endlich wird eine solche 
sein, deren Elemente von n selbständigen Variabein abhängig sind. 
Auch dieses Resultat beansprucht eine uähere Erklärung seiner 
logischen Berechtigung. Es kann auf den ersten Blick scheinen, 
als oh hier ein ungehöriger Sprung geschehen sei, sofern wir den 
Gröfsenbegriffen, die wir bisher betrachteten, unmittelbar bestimmte 
Anschauungen resp. Empfiudungsverhältnisse zu Grunde legen konn- 
ten, während dies schon für den Begriff einer vierfe,ch bestimmten 
Mannigfaltigkeit nicht mehr möglich ist. Jedoch die mathematische 
Analyse setzt uns ohne Mühe in den Stand, auch hier entsprechende, 
anschaulicb vorstellbare Verhältnisse aufzufinden. So ist die Qua- 
lität einer Mischung abhängig von der Zahl der verschiedenartigen 
gemischten Substanzen; eine Mischung aus vier Substanzen würde 
deshalb die anschauliche Grundlage für eine vierfach bestimmte 
Mannigfaltigkeit abgeben. Dazu kommt, dass nicht jener anschau- 
liche Ursprung dieser Vorstellungen es ist, der unsere Entwicklung 
beherrscht, sondern vielmehr die analytische Deutung, die dem- 
selben snbstituirt werden kann, üeberdies aber will der Begi'iff 
einer n-fach bestimmten Mannigfaltigkeit nichts anderes darstellen 
als den Begriff einer Gröfse, die durch eine n_a-fache Wied^holung 

' RiBMANN a. a. 0, I. §§ % 3. 
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des Processes, der von der einfach zur zweifach bestimmten Mannig- 
faltigkeit überführt, entstanden gedacht werden kann. Selbstver- 
ständlich ist ferner, dass dieser Begriff volltommen abstracter Natur 
ist, sind es doch lautor abstracte Gröfsenbegriife, aus denen er ge- 
bildet ist. Der Begriff ist deshalb anschaulich unvorstellbar. Denn 
80 einleuchtend es ist, dass z. B. die Begriffe zweifach oder einfach 
ausgedehnter Ranmgröiäen ebenso wie die Begriffe zweifach oder 
einfach bestimmter Farbensyateme anschaulich dargestellt werden 
können, weil sie nur DeterminatiOTien des gegebenen dreifach aus- 
gedehnten Raumes oder des entsprechenden Farbensystems sind, so 
begreiflich sollte es auch sein, dass dem vorliegenden Begriff jedes 
anschauliche Moment fehlen muss, da die Anschauung um so mehr 
zurücktritt, je allgemeiner, d. h. je hihaltsleerer der Begriff wird. 
Unvorstellbar in logischem Sinne, d. h. undenkbar ist der Begriff 
jedoch in keiner Weise, Es ist nur zu beachten, dass er durch 
einen zweifachen Process gebildet wurde. Die Vorstellung der drei- 
fach bestimmten stetigen Maimigfaltigkeit überhaupt, die wir zuerst 
bildeten, war ein abstracter Begriff, der genau auf jenem Wege der 
Synthese von Anschauungen eutstandon ist, der alle Begrift'sbüdung 
leiten muss. Diesen Begriff nun formten wir dadurch um, dass wir 
einem seiner beiden Merkmale, dem Prädicate dreifacher Bestimmte 
heit, den Charakter unbestimmter Allgemeuiheit verliehen. Die 
logische Berechtigung einer solchen Umdeutung unterliegt so wenig 
einem gerechten Bedenken wie jene erste Begriffsbildung, was nur 
durch deu Hinweis auf die vielen gleichartigen Fälle in der alge- 
braischen Analysis angezeigt werden mag. Die Vorstellung einer 
n-faeh bestimmten Mannigfaltigkeit vereinigt demnach in sich das 
Wesen eines Gattungsbegriffs mit der Natur eines unbestimmten 
Allgemeinbegriffs, Ihre logische Denkbarkeit ist deshalb so sicher 
erweislich wie ihre anschauliche ünvorstellbarkeit. 

Wir haben somit den allgemeinsten Gattungsbegriff gewonnen, 
unter den der Gröfsenbegriff unseres Raumes subsumirt werden 
kann. Es fehlt jedoch viel, dass wir dadurch unmittelbai- in den 
Stand gesetzt wären, seine Definition zu finden. 

Der Begriff der n-fach bestimmten, stetigen Mannigfaltigkeit 
ist zunähst zu weit, als dass wir ihn sofort zur Ableitung benutzen 
könnten. Er invotvirt alle möglichen Systeme dreifach bestimmter 
Mannigfaltigkeiten, wir aber wollen nur die unserem Raumbegriff 
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analogen untorsuclion. Zujn Zweck seiner Beschränkung erinnern 
wir uns des Merkmals der Gleichartiglseit der Dimensionen, das 
unseren Gröfsenbegriff vom Baume von den analogen Begriffen des 
Farben- und Tonsystems schied. Dieses Merkmal ist es, welches 
die, Mafsverhältnisse unseres Raumes von den Mafsverliältnissen 
jener ebenfalls dreifach bestimmten Mannigfaltigkeiten trennt. Und 
eben weil es diesen Mafsverhältnissen angehört, also von den Äb- 
hängigkeitsbeziehungen der Elemente als solcher, d. i. von der Zahl 
ihrer Bestimmungen nicht berührt wird, so sind wir berechtigt, es 
auf die n-fach bestimmten Mannigfaltigkeiten zu übertragen. Wir 
können demnach zwei Arten dieser Gröfsen unterscheiden: erstens 
solche, deren Abhängigkeitsverhältnisse mit einander nicht ver- 
tausehbar sind, d. h. n-fach bestimmte Mannigfaltigkeiten im en- 
geren Sinne, und zweitens solche, deren Abhängigkeitsverhältnisse 
voHkomraen gleichartig sind. Wie wir diese bezeichnen sollen, er- 
giebt sich, sobald wir uns die anschauliche Forderung vergegen- 
wärtigen, welche sie naheruugsweise erfüllen müssen. Obgleich wir 
nämlich in keiner Weise im Stande sind, die Grenzen unserer Vor- 
stellung des Raumes über eine dreifache Ausdehnung desselben 
hinaus anscbaulicli zu erweitem, so können wir uns doch denken, 
d. h. aus dem Tatbestände uiiserei' iiuieren Erfahrung begrifflich 
ableiten, dass es Wesen geben könne, die den Gröfsenbegriff einer 
n-fach gleichartig bestimmten Mannigfaltigkeit ebenso in eine ent- 
sprechende Anschauung übertragen könnten, wie wir den Gröfsen- 
begriff unseres Raumes in die Sprache der Anschauung zu über- 
setzen vermögen. Damit soll natürlich nicht eine Hypothese über 
die mögliche Existenz solcher Wesen ausgesprochen, sondern nur 
eine Fordening geltend gemacht werden, wie sie für die begriffs- 
mäfsige Darstellung des Naturganzen etwa in der Vorstellung jenes 
mathematischen Geistes enthalten ist, den Laplace geschildert hat.' 
Beide Fälle sind allerdings nicht gleichaiiig. Die Vorstellung jenes 
Geistes erfordert nur eine uueudliche aber gleichartige Erweiterung 
unseres Verstandes; die Amiahme eines solchen Wesens setzt dagegen 
eine unendliche ungleichartige Erweiterung unserer Anschauung vor- 



* Auf dieses glückliche Idealbild den grol'aen Mathematikers bat bekannt- 
lich zuerst Dubois-Rbymobd in seinem Vortrage Ueber die Gremien des 
Natuverkennens Leipzig 187ä, aufmerksam gemacht. 
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aus. Jedoch diese wie jcuc sind ideale Zielpui>kte gesetzmäfsiger 
EntwickluDg; nur mit dem Unterschiede, dass wir uns jenem Ver- 
stajidesideal tatsächlich alhuählich nähern, während die Möglichkeit 
einer entsprechenden Entwicklung unserer Anschauung bis jct^t und 
vielleicht fiii' immer lediglich eine denkbare begriffliche Forderung 
ist, die unsere gegebene Weltanschauung in keiner Weise beinihren 
darf. Auch hier soll sie uns nur dazu helfen, eine analoge Bezeich- 
nung für die ]i-fach bestimmten Mannigfaltigkeiten zu finden. Wir 
wollen sie demgemäfs n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten 
oder Ausgedehntheiten von n-Dimensionen nennen, Hebn- 
holtz hat sie kurzweg als Räume von n-Dimensionen bezeichnet. Die- 
ser Ausdruck scheint nui" deswegen nicht ganz zweckentsprechend 
gewählt, weil wir denselben nicht auf die zweifach oder einfach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten beziehen können, ohne den Sprach- 
gebrauch schwer zu verletzen. Es wird deshalb besser sein, den 
neuen Begriff mit dem neuen Worte der „Ausgedehntheit" zu be- 
zeichnen, der sich ohne Verstofs gegen eine nicht ungerechtfertigte 
terminologische Gewohnheit als Gattungsbegiiff für alle Mannigfal- 
tigkeiten von vertauschbareu Dimensionen gebrauchen lässt. ' 



' Kein geringerer als Lotee hat gegen Ilelmlioltz' Bezeichnung der 
n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit als eines Raumes von n-Dimensionen 
lebhaft protestirt. Er sagt {Logik S. 217): „So gewiss nun der Name des 
Baums für uns nur ein Ordniingssystem bedeutet, von welchem wir diese 
ursprüngliche, aus arithmetischen Betrachtungen allein gar nicht ableitbare 
Anschauung haben, so gewiss ist es logische Spielerei, ein System von vier 
oder ftinf Dimensionen noch Raum zu nennen. Gegen alle solche Versuche 
musB man sich wahren; sie sind Grimassen der Wissenschaft, die durch 
völlig nutzlose Paradoxien das gewöhnliche Bewusstsein einschüchtern und 
über sein gutes Recht in der Begrenzung der Begriffe tauschen." Deshalb 
will er für „Raum" die BcKeichnung „Ordnungssystem" und für „Dimen- 
sion" den Ausdruck „Skala" setzen. Dieser Tadel ist jedoch schwerlich ge- 
rechtfertigt. So mis verständlich es im allgemeinen ist, Prädicate, die zu- 
nächst nur einen rein anschaulichen Sinn haben, auf abstracte Gröfsen- 
begriffe zu übertragen, so wenig ist die Wissenschaft doch in der Lage 
dies überall vermeiden zu können. Es ist zweckmäfsig, für Jene Mannig- 
faltigkeiten eine Bezeichnung zu wählen, welche an unsere Rau mause hauung 
erinnert, weil dadurch sowol der Zusammenhang, der sie mit dem GrÖfsen- 
begriff unseres Raumes verbindet, zum Vorschein kommt, als auch der 
Gegensatz angezeigt wird, der sie von den gleichartigen Systemen nicht 
räumlicher Mannigfaltigkeiten trennt. Noch weniger scheint mir der Aus- 
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Jedoch auch dieser Begriff einer Ausgedehntheit von ü Dimen- 
sionen fiihrt uns noch nicht unmittelbar zu der gesuchten Bestim- 
mung der wesenthcheu Merkmaie unseres Raumes. Noch fehlt uns 
ein Princip, das uns ermöglicht, die yerschiedenen möglichen Arten 
u-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten abzuleiten mid näher zu be- 
stimmen, oder spezieller ausgedruckt, es fehlt uns ein Gesichtspunkt, 
von dem aus wir die verschiedenen coordiuirten raumähnlichen d. h. 
dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, die sich uns als analytisch 
gleich möglich ergeben werden, vergleichen köiuiteiL 

Diesen Gesichtspunkt nun bieten uns die inneren Mafsver- 
hältuiase der Ausgedehutheiten, die wir schon oben, hei Sclißidung 
der Ausgedehutheiten von n Dimensionen von den n-faeh bestimmten 
Mannigfaltigkeiten im engeren Sinne kurz in Betracht ziehen mussten. 
Es ist hier der Ort, ausführlicher auf dieselben emzugehen. Für die 
analytische Discussion der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten 
kommen zunächst namüch zwei wo! von einander zu unterschoi- 
dende Beziehungen zur Geltung: die Ausdehnungs- und die Mafs- 
verhdtnisse derselben Jene betieifcn die Anzahl dei Dimenfioneu 
oder der ibhangigkeitsbeziehuugen der eiuztlnen hJemente ihcbe 
gehen auf die Vit m welcher das mzi.lne Elemtut duichjcnc Bc 
ziehungLU brstimmt wnd Jluc thuil ttii^iiui ^is ^cgeu'^eitigc 



irKt Dimension Änstors erreften zu kunnen da dei Begriff derselben 
in den n fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten kern anderer ist als in 
unserem Räume Lotzea Bezeichnung (kr Ausgedehnt hei ten als Ordnnnga 
sjBteme dürfte jene D ppelstellung dersellen nicht hinieichend chaiak 
teriBiren Ubeidies weist sie las Sprachgefühl eher aut Ei"enhchaften hin 
die wir mit dem ge^etzmafsigen Ciusalzusammenhang der Din^e nn-ht 
aber mit sDlchen stetigen Giofsen verknüpft denken deten Teile relativ 
treie Beziehungen zu einander haben Aehnlich aihemt nui der Ausdruck 
bkala d e Gewöhnung den Begiiff der Dimension mit den oben augedeu 
teten analjtisihen Merkmalen zusammeazüdenken unliebsam zu stören ohne 
loih einen Ausdruck zu bieten dessen ursirünglich raumlithe Beleutung 
unfierem Sprachbewusstsein bereits mehr geschwunden Wiie Tatsache ist 
es allerdings dass sich durch die oben ac(,eptirt,en Bezeichnungen nii,ht 
wenige grobe und feine MisveiBländni&ae besonders bei deu philosophischen 
Beurteilern gebillet haben Für diese Misveistandnisse bieten jene Be 
zeithnnngen jedoch nicht die Ursachen sondern gleubsam nur den will 
kommenen Anlass die eigentlichen Gründe liegen m den an lersfrench teten 
phibsophi sehen Ueberzeugungen deren EinHusa auf die luterjietat i ei hc 
Mathematik durch keine Tenninologie terhmdem k^in 
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Verhältnis der vcrscliiedenfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, 
diese fixiren die verschiedenen möglichea Arten einer und derselben 
beliebig ausgedehnten Grofae. Die Mafsbestimmuugen der Ausge- 
dehntheiten bestehen demnach in den Beziehmigen, welche dem 
Vergleichen ihrer einzelnen Teile zn Grunde liegen. Ein solches 
Vergleichen aber der einzelnen Teile setzt voraus, dass dieselben 
unabhängig sind vom Ort. Denn alles Vergleichen stetiger Gröfsen 
ist nichts anderes als ein Messen ihrer gleiclnirtigen Bestandteile 
d. b. im Sinne der Anschauung eui Aufeinanderlegen derselben; es 
setzt daher voraus, dass es möglich ist, die eine der zu vergleichen- 
den Gröfsen „als Mafsstab für die andere fortzutragen." ' 

Diese Erörterungen zeigen, dass uns die inneren Malsverhält- 
niase der ausgedehnten Mannigfaltigkeiten in der Tat ein Pi'incip 
ihrer Einteilung an die Hand geben. Noch aber fehlt uns der Ein- 
teilungsgruud dieser Verhältnisse selbst. Zu der Verdeutlichung 
desselben, die nur durdi die Bestimmung des die Mafsbeziehimgen 
cbarakterisirenden analytischen Ausdrucks gewoimen werden kann, 
flihrt uns die Betrachtung der verschiedeneu Arten anschaulich ge- 
gegebencr, zweifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, der Flächen. 

Die älteren Geometer ordneten die Flächen ebenso wie die 
Linien nach zwei Gesichtspunkten, indem sie ihrer Einteilung ent- 
weder die Principien der geometrischen Construction oder die der 
analytischen Bestimmung durch Gleichungen zu Grunde legten, die 
nicht überall zusammenfallen. Erst die bedeutsamen IJjitersuchun- 
gen von Gauss über die kiiimmen Flächen haben eine schärfere 
■Unterscheidung zur Geltung gebracht. Gauss ging davon aus, die 
Flächen nicht als Grenzgebilde der Körper, sondern als selbstän- 
dige Raumformcn zu betrachten. Sie stellten sich ihm daher gemäfs 
den oben angedeuteten Ueberlegungen anschaulich in der Form von 
Körpern dar, deren eine Dimension als unendUch klein angesehen 
werden muss, so dass der Begriff der Beugung derselben einen festen 
Sinn bekam. Dadurch nun traten verscliiedene Flächen in Zusam- 
menhang, die sonst als verscliiedeimrtig angesehen worden waren. 
Gleicbai-tig nämlich in den wesentlichsten Eigenschaften sind hier- 
nach alle diejenigen Flächen, die sich durch Beugung ohne Dehnung 
auf einander zurilckfiihren lassen. Gleichartig der Ebene z. B. sind 
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alle diejenigen, die sicli wie die Cyliiider- und die Kegelfläche durch 
Beugung ohne Dehnung auf eine Ebeae reduciren, gleichartig der 
Kugelfläche sind ebenso alle die, welche sich auf eine solche ab- 
wickeln lassen u. s. f. Es ist jedoch klar, dass eine solche Grund- 
fläche, z. B. die Ebene, mit den auf sie abwickelbaren, also hier den 
konischen uiid cyliudrischeu, nicht in allen Eigenschaften überein- 
stimmen wii'd. Einige derselben zwar, liir welche nur die Lange 
der Linien in Betracht kommt — Gauss nennt sie absolute — , 
werden für alle jene Formen gleich gelten; andere dagegen, für 
welche die Beziehungen zu aufserhaJb der Fläche gelegenen Punkten 
maiagebeiid sind, werden von den verschiedenen Arten der Beugung, 
welche die Fläche ainiehmen kann, abhängig sein. Zu jenen erste- 
ren Eigenschaften, welche natürlich die wesentlichen Merkmale der 
allgemeinen Flächengmppen abgeben, gehört auch die Krümmung 
derselben, deren Chai-akter Gauss in derselben Abhandlung ■ durch 
zwei analytische Gröfsen fest bestimmt Dies sind die totale Krüm- 
mung und die specifische Krümmung oder das Krümmungsmafs. 
Zum Verständnis der geometrischen Bedeutung dieser folgenreichen 
Begi-iffe genügt es hervorzuheben, dass Gauss sich bei seinen Unter- 
suchungen dei' Kugelfläche als einer Hilfsfläche bedient, auf welche 
die Verhältnisse der krummen Flächen bezogen werden. Jedem 
Teile einer krammen Fläche, der von bestimmten Grenzen einge- 
schlossen wird, ist demnach eine totale oder ganze Krümmung zu- 
zuschreiben, welche durch den jener Figur entsprechenden Flächen- 
inhalt auf der Kugelfläche dargestellt wird. Das Krümmungsmafs 
dagegen bezieht sich nur auf einen Punkt der Fläche und bezeich- 
net den Quotienten, welcher entsteht, wenn die ganze oder totale 
Krümmung des dem Punkte anliegenden Flächenelements durch den 
Flächeninhalt dieses Elements dividirt wird; es bezeichnet daher 
das Verhältnis des Inhalts der unendlich kleinen sich entsprechen- 
den Flächenelemente auf der krummen Fläche und der auf ^ie be- 
zogenen Kugelfläche. Jede dieser beiden Bestimmungen nun, die 
totale Krümmung sowol als die spezifische, lässt sich natürUch ajia^ 
lytisch deuten. Die ei"stero ergiebt ein einfaches Integral, die letz- 
tere einen Bmch, der zum Neuner die Einheit und zum Zähler das 
Product der beiden sogenannten Hauptkrümmungsradien hat. 

Diese Krüramungsvcrhältnisse nun sind es, in welchen die 
Mafsbcziehungen zunächst ilcr zweifach ausgedehnten Miuuiigf:\ltig- 
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keiten zum Ausdruck kommen, denn durch dieselben wird die 
Grundlage aller Geometrie, die nichts auderes als das geordnete 
System dieser Mafsbestimmungen ist, die Lehre von den kürzesten 
oder, wie Hehnholtz sie bezeichnend genannt hat, vou den gerade- 
sten Linien* eindeutig iestgest«Ilt. 

Auch für diese Lehre bietet uns eine genauere Besprechung 
der charalcteristischen Unterschiede der Flächenarten den Schlüssel 
zum Verständnis. Was zunächst die einfachste dieser Gruppen, die 
Ebene und die auf dieselbe abwickelbaren Flächen betrifft, so zeigt 
sich durch die analytische Discussion, was die anschauliche Be- 
schaffeidieit der Grundfläche von vornherein erwartet lässt, dass 
ihr Krümmungsmafs den constanten Wert Null annimmt. Die Ebene, 
die Kegel^che und die Cylinderfläche haben also, in der Sprache 
der gewöhnlichen Anschauungsweise zu reden, gar keine Krümmung, 
so verschiedenartig auch ihre Beugung ist. Eine Folge der Con- 
stanz des KrümmungsmaTses ist, dass alle diese Flächen in sich selbst 
oongruent sind, d. h. dass jeder ihrer Teile sich abgesehen von 
seiner Begrenzung in jeden anderen verschieben lässt. Eine Folge 
des besonderen Wertes dieses Mafses ist, dass für sie alle das Axiom 
von der geraden Linie als des kürzesten Weges zwischen zwei Punk- 
ten genau in dem gleichen Mafse giltig ist. Wü' sijid nur genötigt, 
den Begriff der geraden Linie, den mia die Eingewöhnung in die 
geometrischen Verhältnisse der Ebene als solcher giebt, etwas zu 
ei-weitern. Durch eine gerade Linie in diesem üblichen Sinne näm- 
lich lassen sich zwei Punkte einer cylindrischen oder einer koni- 
schen Fläche im allgemeinen allerdings nicht verbinden. Da aber, 
wie aus den angedeuteten absoluten Eigenschaften dieser Flächen 
von selbst ei'folgt, jede solche Verbindungslinie genau dieselben 
Krümmungsverhältnisse aufweist, wie die gerade Linie der Ebene, 
sie demgemäfs beide für alle Mafsverhältnisse als analytisch imd 
geometrisch identisch angesehen werden müssen, so führen sie auch 
den gemeinsamen Namen von geradesten Linien, Li Folge dieser 
Uebereinstimmung behält auch die Geometrie der Ebene für alle 
diese Flächen die gleiche volle Giltigkeit; ebenso gut auch die 
ebene Trigonometrie unverändert füi' alle cylindrischen und koni- 
schen Flächen. 

' IlELMiroLTÄ. Populäre wksemclu'ffhclic VüHr'uic. Heft 111, S. 'iW. 
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Anders vcrliiilt sich clios bei der Kugelflitclie und den Flächen, 
die sich auf dieselbe abwickeln lassen; hier bestimmt die analytische 
Berechnung dorn Krümmungsmafs einen coiistanten positiven Wert, 
wie sich aus dem anschaulichen Charakter der Grundfläche eben- 
falls von selbst ergiebt. Die Constaiiz des Krümmungsmafses be- 
wirkt daher auch hier die Congruenz der Flächen in sich selbst; 
auch in ihnen lassen sich die einzelnen Hächenstücke längs der 
ganzen Fläche ohne Dehnung verschieben. Der besondere positive 
Wert des Mafses hat jedoch für dieselben andere Eigenschaften der 
geradesten Linien zur Folge. Die geradesten Linien der sphärischen 
Flächen sind Bogen gröfster Kreise. Beachtet man nun, dass die 
Definition dieser Linien nach der oben besprochenen Unterscheidung 
von Gauss lediglich auf das Krümmungsmafs derselben Rücksicht 
zu nehmen hat, dass die in der Ebene zu derselben hinzuti'etende 
Gröfsenbestimmung als kürzester Verbindungslinie zwischen zwei 
Punkten daher nicht nothwendig jeder geradesten Linie auch in an- 
dern zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zukommen muss, 
so wird deuthch, dass zwischen zwei beliebig gelegenen Punkten 
auf der Kugelfläche nicht eine, sondern zwei geradeste Linien ge- 
zogen werden können. In der Tat lässt sich durch zwei beliebige 
Puidtte einer Kugelfläche immer ein gröfster Kreis legen, des- 
sen beide durch die Lage der Punkte bestimmte Bogen genau in 
der gleichen Weise geradeste Linien bilden, wenn auch im allge- 
meinen nur der eine von ihnen die kürzeste Entfernung zwischen 
den Punkten anzeigt. Ueherdies aber lässt sich zu jedem Punkte 
ein coi-respondirender finden, der mit dem ersten durch unendlich 
viele geradeste und gleich kurze Linien verbunden werden kann, da 
durch zwei Punkte, welche die Endpunkte eines Durchmessers bil- 
den, immer unendlich viele gröfste Kreise gelegt werden können, 
deren Peripherien durch diese Punkte in zwei Halbkreise zerechnit- 
ten werden. Auch das Parallelenaxiom verliert fiir die Kugelfläclic 
seine Giltigkeit Dm-ch einen Punkt dei-selhen lässt sich zu einer 
gei'adesten Linie überhaupt keine Parallele ziehen, da kein Bogen 
eines gröfsten Kreises emem anderen ijarallel gezogen werden kann. 
Die Geometrie Euklids verliert deshalb auf der Kugelflacbe ihren Sinn; 
die meisten ihrer Lehrsätze gelten auf derselben teils gar nicht, 
teils niu- in veränderter Gestalt. Der Lehrsatz von der Summe der 
Dreieckfiwinkel z. B., in der Ebene das Aequivalent des Parallelen- 



Hosted by 



Google 



_ 54 — 

axioms, kutct hier, daas diese Summe gröfser als zwei Rechte ist 
und dass sie um so gröfser wird, je mehr der Flächeuiiihalt des 
dos Dreiecks zunimmt. In Folge dessen hahen auch die Aehiilich- 
keitssätzo für die sphärische Geometrie koiae Bedeutung. Längst 
bekannt ist femer, dass die sphärische Trigonometrie von der ebenen, 
wenn schon sie ihr im wesentlichen analog gebüdet wird, doch in 
vielen Punkten verschieden ist. Nur in dem Fall coincidiren die 
geometrischen und trigonometrischen Lehrsätze der Sphäre mit 
denen der ebenen Flächen, wenn der Radius der ersteron sich ins 
unendliche vergröfsert. Die Winkelsumme eines sphärischen Dreiecks 
nähert sich dann ihrer unteren Grenze von zwei Rechten, da der 
sphärische Excess gleich Null wird; die trigonometrischen Formeln 
verwandeln sich in die entsprechenden Gleichungen für die Dreiecks- 
beziehungen der Ebene. 

Eine dritte Klasse von Flächen, die sich der Kugel analog aber 
entgegengesetzt verhalten, ist in der neuesten Zeit von Beltrami 
analytisch untersucht und innerhalb gewissei' Grenzen, deren Not^ 
wendigkeit an späterer Stelle begreiflich werden wird, räumlich 
construirt worden.^ Es sind dies die von Beltrami sogenannten 
pseudosphärischen Flächen, deren Kriimmuugsmafs die analytische 
Untersuchung als coustant aber negativ ergiebt. Was ihre Con- 
struction betrifft, so sei auf Holmhoitz' eingehendere Dai^tellung 
derselben verwiesen ^; erwähnt möge nur werden, dass sich Streifen 
dieser sattelförmigen Flächen etwa in der Form von kelchförmigcn 
Champagnergläsern darsteilen lassen, deren Kelcbrand mit einer 
unendlich starken Krümmung senkrecht zur Symmctrieaxc scharf 
abschneidet, deren Stiel in eine unendlich entfernte Spitze ausläuft, 
oder daas sie sich auf eine Fläche abwickeln lassen, wie sie sich 
durch Rotation einer Ebene, die von zwei parallelen und zwei gleicb- 
mäfsig concaven, an die ersteren scharf anlaufenden Kantcji begrenzt 
wird, um eine zwischen jenen Curven befindliche Axe ergeben würde. 
Uns interessiren hier nur die Beziehungen, welche die inneren Mafs- 
verhältnisse dieser Fläche mit den vorher genannten Flächengruppeu 

' Zu deu beiden Abhandlungen, die Helmholtz a. a. 0. S. 31 citirt, 
vergleiche man die französische Uebersetzung der letzteren von IIoübl in 
den Ätmales scientifiques de Tecole normale stt^perieure. Bd. VI. 1869, 
8. 347— 3T7. 

^ Helmholtz a. a. 0. S. 'dl ff. 
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verbinden. Diuss auch diese fläclien coiigruciit in sich selbst sind, 
bedarf kaiun noch der Hindeutung; charakteristisch dagegen fiir 
ihre Mafebestimmungen ist, dass das Axiom von der geradesten 
Linie als dem kürzesten Weg zwischen zwei Punkten, wie es die 
Ehone kennt, auch für sie seine Gültigkeit bewahrt. Auch auf den 
pseudoaphärischon Flächen giebt es zwischen zwei Punkten nur eine 
geradeste Linie; dem entsprechend sind diejenigen unter den ver- 
schiedenen möglichen Arten jener Flächen, die sich unter entspre- 
chenden räumlichen Verhältnissen durch Gleichungen ersten Grades 
analytisch darstellen lassen würden, dui-ch die Lage dreier Punkte 
eindeutig bestimmt, vfio die Lage der Ebene durch drei Punkte im 
Kaiun gegeben ist.^ Das Parallelenaxiom jedoch hat auch fiir die 
pseudosphärischen Flächen keine Giltigkeit. Die ihm liier entspro- 
chende Mafsbeziehung hat jedoch die entgegei^esetzte Form von der 
auf der Kugelfläche; denn in ihnen lässt sich durch einen gegebenen 
Punkt zu einer gegebenen geradesten Linie eine grofse Zahl von 
Linien legen, welche die gegebene Gei-adeste auch bei VerlÜngei-ung 
ins unendliche nicht troffen. Das Aequivalent zum Parallelenaxiom 
bietet in ihnen daher der Satz, dass wenn man von einem Punkt 
auf eine gegebene geradeste Linie eine Senkrechte fallt, zu beiden 
Seiten dieser Senkrechten jo eine küi-zeste Linio vorhanden ist, die 
sich der gegebeneu asymptotisch nähert, so dass jede Geradeste, 
die iimerhalb des von den beiden Asymptoten gebildeton Winkels 
gezogen werden kann, die gegebene Linie schneidet, jede ganz aufser- 
halb desselben hegende dagegen sie nicht trifft. Die Geometrie auf 
diesen Flächen ist demnach von der Geometrie dei' Ebene ebenfalls 
in wesentlichen Punkten verschieden. In derselben gilt z. B. der 
Satz, dass die Winkelsumme des pseudospbärischen Dreiecks kleiner 
als zvfei Rechte ist, und dass dieselbe sich jener oberen Grenze 
um so mehr nähert, je kleiner der F^cheninhalt des Di-eiecks wird, 
während sie um so kleiner wird, je mehr derselbe sich vergröfsert. 
Entsprechende Abweichungen bietet das System der pseudosphäri- 
schen Trigonometrie. Auch hier endlich bildet die ebene Geometrie 
einen s)>eziellen Fall, da die geometrischen Satze { 



* Mtui vgl. Bblteami, Ännaks scientifiques de Töcole normale su)>e- 
rieure. Bd. VI. S. 3H'J und Eschbrich, Sifsungaberickte der Wie«^' Äkaä. 
Math--nal-wriü. Klasse 1874, II. Abth, H. 4!)7 ff. 
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rischeji Flä«hen sich in die der Ebene iimwauflelii, sobald die Figu- 
ren aJs unendlich klein boti"achtot werden. 

Die Geometrie der Ebene ist also identisch mit der Geometrie 
auf einem unendlich kleinen Teil der pseudosphärischen Flächen 
und ebenso gleich der Geometrie auf einer sphärisclion Fläche mit 
unendlich grofsera Radius. — 

Die bisher betrachteten drei Klassen von Flächen erschöpfen 
die möglichen Fälle derselben natürlich in keiner Weise. Für un- 
seren Zweck genügt es jedoch, wenn wir noch ehie verhältnismäfsig 
einfache Gruppe derselben betrachten, die ellipsoidischen Flächen, 
welche durch Rotation einer Ellipse um eine ihrer Äxen entstehen. 
Die analytische Discussion derselben lehrt, was der Augenschein 
vorhersagt, dass das Kriimmungsmafs dieser Flächen keinen con- 
stanten Wert hat, dass es im allgemeinen je nach der Lage des be- 
treffenden Punktes variirt. Die Congruenz in sich selbst, die wir 
den früher betrachteten Flächen zuschreiben durften, fällt hier 
daher fort: die Figuren lassen sicli auf ellipsoidischen Mächen nicht 
ohne Dehnung verschieben. Ebenso wenig finden die Mafeverhält- 
nisse jener Flächen hier Anwendung: die Aequivalente sowol für 
das Axiom von den geradesten Linien als für das Parallelenaxiom 
n eine viel complicirtere Gestalt an. Der Satz von derWinkel- 
! des Dreiecks zeigt dieselbe nicht blofs abhängig von dem 
Flächeninhalte, sondern auch von der Lage desselben; Dreiecke, 
deren Seiten bezügHch gleich sind, haben kleinere Winkelsummen, 
wenn sie um die Schnittpunkte der grofsen, gröfsere, wenn sie um 
die Schnittpunkte der kleinen Axe construirt werden. 

Diese Betrachtungen zeigen, dass die Mafsbestimmungen der 
zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten von den verschieden mög- 
lichen Werten des Krüramungsmafses derselben so vollständig ab- 
hängen, dass wir das letztere als Ausdruck jener Bestimmungen 
weiter benutzen können. Noch aber fehlt uns ein zusammenfassender 
Ausdruck der Mafsbeziehungen, der dieselben für sich betrachtet 
etwa ebenso eindeutig charakterisirt, wie das Kriimmungsmafs die 
Krümmungsverhältnisse zum Ausdruck bringt. Dadurch erat wird 
das Verhältnis beider Begrifisreiben ein festes. Wie Jiun die geo- 
metrische Grundlage aller Mafsbestimmung die geradeste Linie ist, 
die als Mafsstab für alle anderen benutzt wird, so bildet ihr analy- 
tisches Fundament der Ausdruck, welcher die Länge eines unendlich 
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kloinen Linienclemcnts bestimmt. Dio Eerochimiig dieses Ausdrucks 
reducirt sich im einfachsten Fall eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems auf die Bestimmung dei' Seiton eines unendlich kleinen rccht- 
winkligeu Dreiecks, dessen Hypotenuse das gesuchte Linienelement 
ist, dessen Katheten die unendlich kleinen Incremonto der Cooi"dinaten 
bilden. Die Grundlage aller Mafsbestinunung und damit aller Geo- 
metrie ist demnach ein Ausdruck, welcher die allgcineinste Form 
des Pythagoreischen Lehrsatzes darstellt, ' Derselbe besitzt daher 
eine fundamentale Bedeutung, die in der euklidischen Geometrie 
als solcher nicht zum Ausdruck kommt. Das Verhältnis zwischen 
den Mafsb estimmun gen und den Krümmirngsverhältnissen der Flächen 
ist daher durch das Verhältnis zwischen diesem analytischen Ausdruck 
dos Linienelements und dem Krümmungsmafs eindeutig bestimmt. 

Jetzt erst sind wir in den Stand gesetzt, den Begriff einer 
Ausgedehntheit von n Dimensionen, den wir oben gefunden hatten, 
in seine Artbegriffe zu zerlegen. Denn wir koimen erstens dem ana^ 
Mischen Ausdruck für das Krümmungsmafs der Flächen eine solche 
Erweiterung zu Teil werden lassen, dass er auch für diesen allge- 
meinen Fall seine unbedingte Giltigkeit behält, da die wesentlichen 
Eigenschaften desselben, „bei einer Biegung der betreffenden Fläche 
sieb nicht zu ändern, femer zu verschwinden, sobald die Fläche in 
eine Ebene abwickelbar ist, und constant zu werden, sobald die 
Teile der Fläche in einander verschiebbar sind"^, durch diese Ver- 
idl gemeiner ung nicht tangirt werden. Selbstverständlich ist, dass 
durch diese rein analytische Operation, die hier nicht näher aus- 
geführt werden kann, die anschauliche Bedeutung, die dem GrÖfsen- 
begriff bei den Flächen gegeben werden konnte, nicht mehr statt 
hat Nur insofern kann ihr auch hier ein solcher Sinn beigelegt 
werden, als auch das Krümmungsmafs einer n-fachen Äusgedehiit- 
heit dai^estellt werden kann als ein Bruch, dessen Zähler die Ein- 
heit, dessen Nenner das Product von n den Krümmungsradien der 
Flächen analytisch entsprechenden Gröfsen ist. ^ Ganz in ent- 

' Man vgl. Hblmholtz, HeideVierger Jahrbüeher a. a. 0. und desselben 
PopuUire vnssenschaffUche Vorträge, Heft III. S. 37. 

* LiPSCHiTZ, Beitrag zu der Theorie der Krümmung in Bordiardts Jour- 
nal ßr MatJi^mam. Bd. LXXXI. S. 241. 

° Man Tgl. Kkonbckbr, Abhandl. dei' BerJ. Akad. Mafh.-phijK, Klasse 
1869. S. 367, Da.^u auch Beez. Math. Ammlen Bd. VII. S. ä92 ff. 
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spreuheiider Weise lässt sich Muh dei Aitsili'uck für das Linicii- 
element verallgemeinern,' Wir worden demnach die voi'schiedciien 
möglichen Ausgedehntheiten von n DimeHsionen erhalten, wetni wir 
jenem allgemein bestimmten Ki-ümmungsmafs die verschiedenen 
Werte zuschreiben, die es annehmen kann. Dieser Wert nun kann 
fürs erste entweder veränderlich oder constant sein. Im crstoren 
Fall, der uns hier nicht weiter interessirt, sind wiederum uncndhch 
verschiedene Werte möglich, im letzteren dagegen reducirt sich die 
Zahl derselben iimerhalb der einfachen Zahlenreihe auf drei: das 
constanto Krüramungsmafs kaun positiv, negativ oder gleich Null sein. 

Unsere Aufgabe, die Definition unseres Raumbegrifls zu finden, 
reducirt sich demnach jetzt auf die Untei-suchung, unter welchen 
der Begriffe n-facher Ausgedehntheiteu wir den Gröfsenbegi'iff un- 
seres Raumes zu snbaumircn haben. Die Gesichtspunkte zu dieser 
Untersuchung liegen in den bisherigen Ueberlegungen angezeigt; 
das Material dagegen, dessen Subsumirung unter jene allgemeinen 
Begriffe sie vollziehen sollen, liegt in den Eigenschaften, die wir 
an unserer ßaumanschauung tatsächlich bemerken. 

Unsere erste Frage ist demnach, ob wir dem Baume ein con- 
stantos odei' ein veränderliches Kriimmungsmafs zuzuechreiben haben. 
Die anschauliche Folge dieser Constanz bestand, wie wir sahen, für 
die Flächen in der Congruenz derselben in sich selbst, d. h. in der 
Unabhängigkeit der Flächoufoi-men vom Ort, iu der Möglidikoit, 
^e üboi'all hin an der Fläche ohne Dehnung zu verschiebeiL Die 
gleiche analytische Bedingung wäre deshalb auch für unseren Raum 
erfüllt, sobald es gelingt, nachzuweisen, dass auch in ihm die geome- 
trischen Körper unabhängig sind vom Ort, dass also zwei Körper, 
die an irgend einem Orte zur Deckung gebracht werden können, 
auch an jedem beliebigen andern Ort congruent bleiben. Nun liegt 
in der Tat unserer ganzen Geometrie die Voraussetzung einer sol- 
chen Congruenz zu Grunde; daher scheint es selbstverständlich, dass 
wir auch unserem Raum ein coustantes Ki'ümmungsmaJs zuschreiben 
dürfen. Die Antwort auf diese scheinbai- ehifaehe Frage ist jedoch 
schwerer bestimmt zu geben, als die erste Uebeflegung glauben lässt. 

In pi'äcisercr Fassung lautet unsere Aufgabe; welches sind die 

' EiBJiANN a, a. 0. IL g L Lipsohitz, a. a. U. Ö. 240. Hblmholtz, 
Populäre Vwträge. Hüft IU, S, ^7, 



Hosted by 



Google 



— 59 — 

Bedingungen, die den Cougruenzbeziehungen unserer Geometrie zur 
Gniiidlage dienen? 

Es ist das Verdienst von Helmholtz, diese Bedingungen auf dem 
Wege analytischer Entwicklung ermittelt zu haben. ^ Riemann Iiatte 
den Ausdi-uck iiir das Linienelement, der das analytische Fundament 
aller Congruenzbestimmungen bildet, unter den beiden Bcschi'ün- 
kungen, dass die Verhältnisse zwischen den Incrementen dx sich 
stetig ändern, und dass die Länge des Linienelemeiits, von Gröfsen 
zweiter Ordnung abgesehen, ungeändert bleibt, wenn sämmtliche 
Punkte desselben dieselbe unendlich kleine Ortaänderung erleiden, 
als den einfachsten möglichen Fall abgeleitet^ Er hatte dann ge- 
zeigt, dass in diesem Ausdruck auch die Formel für das Liuien- 
element in unserem Eaum enthalten sei, sobald man denselben durch 
die für diesen Fall geltende Forderung absolut freier Beweglichkeit 
der Körper ohne Dehntmg beschränke. Helmholtz dagegen war von 
dieser in unserem Kaumsystem tatsächlich erfüllten Forderung als 
sehier Grundlage ausgegangen und konnte dadm'ch beweisen, dass 
unter dieser Voraussetzung Riemanns einfachste Formel die allein 
berechtigte sei, d. h. also, er konnte daidegen, dass jene analytische 
Anfangshypothese seines Vorgängers „als Folgerung aus viel weniger 
beschränkten Annahmen hergeleitet werden könne." Sie fordert, 
dass „aUc Congruenz unabhängig ist vom Ort, von der Richtung 
der sich deckenden Raumgcbilde und von dem Wege, auf dem sie 
zu einander geführt worden sind." 

Durch drei wol von einander zu unterscheidende Becüngungen 
wird demnach der Inhalt dieser grundlegenden Voraussetzung er- 
schöpft. Die erste derselben, dass die Congruenz unabhängig sei 
vom Ort, ist identisch mit der Behauptung, dass jode OrtsverÜndo- 
rung des mathematischen Körpers das Verhältnis seiner linearen 
Dimensionen ungeändert lasse; sie sehreibt demselben also eine be- 
stimmte Festigkeit zu. Diese Voraussetzung ist weiter, als es un- 
serem an die tatsächliche Beschaffenheit der uns umgebenden Köi'- 
perwelt gewöhnten Blick im erstön Augenblick erscheint; denn die 
Unabhängigkeit der Congruenz vom Ort ist in mehr als einer Weise 



' In der si:liun erwähnten Abliamlhinf,^ dw' GöUini/er Niidni-ichfen 
Jahre iaii8, 

' EiBMÄNN, a. a, 0. li. S 1. 



Hosted by 



Google 



- (lO - 

möglich. i)iis VerhältTiis rlur liiietiren Dimensionen eines matliema- 
tischeii Körpers bleibt erstens sclbstverstäddlich constant. weim 
diese Dimensionen selbst bei einer jeden Ortsveränderung gcimu 
dieselben bleiben. Zwei congruento mathematische Körper können 
aber auch dann an jedem beliebigen Orte zur Dectung gcbi-acht 
■werden, wenn ihre Dimensionen bei der Ueberführung aus einem 
Ort in den, andern entsprechend wachsen oder abnehmen, voraus- 
gesetzt natürlicb, dass auch unser eigener Körper sich in ent^ 
sprechender Weise vci^röfsert oder verkleinert. Auch in dem Falle 
endlich würde allen unseren Congruenzb^timmungeu vollständig 
genügt, wenn eine jede Ortsverändcrung der Körper, unseren eigenen 
eingeschlossen, zur Folge hätte, dass seine Dimensionen sich ver- 
schiedenartig änderten, dass seine Tiefendimensiou z. B. schnell, 
seine Höhendimension nur tangsam wüchse, seine Breitendimension 
dagegen abnähme, wenn nur das Verhältnis dieser Aenderungon 
ein constantes wäre. Denn in jedem dieser drei Fälle würden die 
Resultate der geometrischen Vergleichung, die sich zuletzt auf die 
Spiegelbilder der verglichenen Körper und ihrer Mafsstäbe im 
Auge reduciren, genau dieselben sein. Wir können daher aus den 
Mitteln unserer Raumanschauung als solcher keinem derselben vor 
den anderen den Vorzug geben. Denn nur dann, wenn unser Kör- 
per, also auch die Netzhautfläche unseres Auges von dieser Ver- 
änderung ausgeschlossen wäre, würden wir zu erkennen vermögen, 
dass die Ueberführung der Körper aus einem Orte in den anderen 
die Mafsstäbe, z. B. den Würfel, im zweiten Fall vergröfsere resp. 
verkleinere, im dritten dagegen etwa zu einem rechtwinldigen Pai-al- 
leiepiped machen würda Die Definition des geometrischen starren 
Körpers kann daher nur lauten: Ein geometrischer Körper ist ein 
solcher, dessen Punkte bei einer jeden Ortsveränderung die gleiche 
Entfernung behalten. Denn diese Entfernung bleibt bei jeder jener 
drei Annahmen dieselbe, da wir keinen absoluten MaTsstab besitzen, 
alle Mafsstäbe im zweiten und dritten Fall aber sich vollkommen 
entsprechend verändern würden. Auch die analytische Interpreta^ 
tion dieser De&iition lässt sich allgemein verdeutlichen. Da die 
Lage eines jeden Punktes im Räume durch seine drei Coordinaten 
eindeutig bestimmt ist, so ist ein jedes Punktcpaar seiner Lage nach 
gegeben, sobald die sechs Coordinaten seiner beiden Punkte bekannt 
sind. Die Entfernung eines Pnnktepaares lässt sich deshalb analy- 
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tisch als eine Gleichung zwischen seinen Coordiuaten dai-stellen. 
Ein fester geometrischer Körper ist demnach, analytisch definirt, ein 
System von Punkten, in dem für die Coordinaten je zweier Punkte 
eme für alle congruenten Punktepaare identische Gleichung gilt, 
die bei einer jeden Ortsveränderung dieselhe bleibt.^ 

Diese Definitionen des geometrischen Körpers sind enger als 
die üblichen, die denselben als eine lediglich ausgedehnte, begrenzte 
Substanz bestimmen, da sie den Begriff einer begrenzten Ausdeh- 
nung in den eines endlichen Punktsystems umformen, und ihm 
aulserdem das Prädicat einer bestimmten Festigkeit zuschreiben. 
Die Geometrie greift dadurch in das Gebiet der Mechanik ein. 
Allerdings hat ea den Anschein, als ob sie diese Grenzüberschrei- 
tung sofort selbst wieder aufhebe, da sie ausdrücklich erklärt, dass 
für sie drei verschiedene Annahmen über die Festigkeit gleich mög- 
lich seien, während die Mechanik für ihre festen Punktsysteme nur 
die erste derselben kenne. Jedoch diese Rechtfertigung Ist hinfällig. 
Denn selbst wenn wir amiehmen wollten, die Geometrie begnüge 
sich mit dieser drei^hen Möglichkeit und gebe keiner unter ihnen 
aus sich heraus den Vorzug dei- Wirklichkeit, so würde sie doch 
schon durch diese allgemeine Annahme das Gebiet der bloiseu Raum- 
anschauung als solcher verlassen, da die Ausdehnung für sich be- 
trachtet zu keiner Folgerung über die Festigkeit Anlass giebt. Jedoch 
in der Tat nimmt die Geometrie eine solche gleiehgiltige Stellung 
gegenüber jenen Annahmen nicht ein, denn ihre gleiche Möglich- 
keit bezieht sich nur darauf, dass eine jede von ihnen die Congruenz- 
bestimmujigen gleich vollkommen erklären kann, wenn mau von 
allen anderen Beziehungen abstrahirt. Die Geometrie aber denkt 
die mechanischen Beziehmigen ihrer Lehrsätze überall mit, da sie 
zugleich prasumirt, überall idealer Ausdruck der wirklichen Körper- 
verhältnisse zu sein. Ihre Congruenzbestimmungen wollen deshalb 
nicht blofse Raiunbeziehungen, sondern wirkliche Verhältnisse der 
den geometi'ischen Gebilden entsprechenden Körper darstellen, von 
denen schon ihre constructiven Grundbegriffe abstrahirt sind; sie 
wollen Mafsbeziehungen der Körper geben. Nun beweisen die Unter- 
suchungen über den Zusaliunenhang der Naturki'äfte, dass imr die 



' Auf jene dreifache Möglichkeit hat Helmholtz [Populäre Vortnuje. 
llrft 111, S. 44 f.) in aiiilcreni Zii'^ammcn hange aufmerksam gemaclii. 
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erste jener Hypothesen über die Festigkeit des mathematischen 
Körpers als ein Ausdruck der Wirklichkeit gelten darf, da alle Be- 
wegungsvorgänge, die wir bisher kennen gelernt haben, mit Sicher- 
heit dartun, dass nur die Annahme einer Constanz der Dimensionen 
selbst und nicht blofs ihres Verhältnisses den kinetischen Beti'ach- 
tungen zu Grunde gelegt werden kann. Auch die Geometrie giebt 
demnach dieser einfachsten Annahme, welche ihr die Anwendbar- 
keit auf die wirklichen Körper sichert, vor den übrigen unbeding- 
ten Vorzug.' 

Diese Erörterungen zeigen, dass die Unabhängigkeit der Con- 
grucnz vom Ort ohne die Voraussetzung fester Körper in dem näher 
bestimmten Sinne nicht bestehen kann; aber diese Voraussetzung 
reicht nicht liin, alle Eigenschaften unserer Congriienzbeziehungen 
zu erklären. Wir müssen zweitens annehmen, dasa die mathema^ 
tischen Körper vollkommen frei beweglich snid. Denn zwei con- 
gruente mathematische Körper sind nicht nni- an jedem beliebigen 
Orte, sondern auch in jeder beliebigen Lage congi'uent. Daraus 
folgt, dass jene Entfernmigsbeziehuugen der Punkte, die das System 
des Körpers bilden, auch dann unverändert bleiben, wenn dieselben 
ihre Orte vertauschen, soweit die Festigkeit derselben eine solche 
Vertausclimig überhaupt zulasst. Erst wenn auch diese Bedingung 
vollkommen erfüllt ist, folgt, „dass zwei in sich feste Punktsysteme 
A und B, die in einer ersten Lage von A zm- Congruenz entspre- 
chender Punkte gebracht worden sind, auch in jeder andei'en Lage 
von A zur Congruenz aller der Punkte, die vorher congruirten, 
müssen gebracht werden können."^ Auch dieser Bedingung lässt 
sich durch ihre analytische Interpretation festere Bedeutung geben. 
Die Coordinaten nämlich eines Systems von n unveränderlich ver- 
bundenen Punkten werden durch 3n Gleichungen eindeutig be- 
stimmt. Von diesen Gleichungen genügen jedoch, wie die analy- 
tische Mechanik beweist, 3n — 6, um jene unveränderlichen Be- 
ziehungen zwischen den Coordiiiaten auszudrücken; es bleiben also 
sechs Gröfsen übrig, über die, wenn das System vollkommen frei 
beweghch sein soll, beliebig zu verfügen sein mnss. Drei dei-selben 
bestimmen eine mögliche Bewegung parallel der einen Axe, die dr(?i 
andere]! eine mögliche Rotation um jede dieser drei Äxeii. 

' Man vgl. das letztR Caiiitcl dieser Schrift 

- llKi.Miioi.Tii ., Ganiniim- KaclmcMm 186S. S. -»OU, 
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Diese zweite Voraiissctzung fügt der Definition des luathenia- 
tischeu Körpers ein neues Merkmal hinzu, das ebenso wie der Be- 
griff der Festigkeit aus den Grenzen einer rein geometrischen Be- 
trachtung im üblichen Simie heraustritt. Denn auch der Begriff 
der Bewegung ist empirisch mechanischer Natur, Auch hier zwar 
kann noch Zweifel herrschen; denn es ist so wenig Jiotwendig, 
dass der geometrische Begriff der Bewegung mit dem mechanischen 
zusammenfalle, als es oben ohne weiteres ersichtlich war, dass der 
geometrische Begriff der Festigkeit mit dem mechanischen coiu- 
cidire, obgleich es sich hier natürlich nur danim handeln kann, ob 
die Geometrie ebenso wie die Mechanik die rein empirischen Merk- 
male der Bewegung in Betracht zieht. Es wird sich jedoch an 
späterer Stelle zeigen S dass auch hier eine Aehnlichkeit beider 
Begriffe obwaltet, die den gleichartigen Ursprung der geometi'ischen 
Bewegmig aufser Zweifel setzt. Hier genügt es hervorzuheben, dass 
die mannigfachen Bemühungen einzelner rationalistisch gesinnter 
Geometer, z. B. von Legendre^ und Bolyai^, den Begriff der Be- 
wegmig aus den elementaren Grundlagen der Geometrie zu entfer- 
nen, ohne Erfolg bleiben mussten, da die mathematische Analyse 
gezeigt hat, dass derselbe notwendig hinein gehöre. 

Die bisher besprochenen beiden Bedingungen scheinen zur Ab- 
leitung der Coiigruenzbeziehiingen unseres Raums zu genügen; die 
analytische Untersuchung hat jedoch gezeigt, dass noch eine dritte 
Voraussetzung notwendig ist, die unsere Anschauung ohne diese 
Hilfe schwerlich von dcji beiden anderen isolirt hätte. Es erscheint 
anschaulich zunächst als selbstverständlich, daas ein Köi-per, von 
dem Kwei Punkte als unbeweglich angenommen wei-den, der also 
um ihre Verbindungslinie als Rotationsaxe gedi-eht werden kann, 
nach einer ganzen Umdrehung unverändert in seine Anfangslage 
zurückkehrt. Dennoch ist diese Voi-aussetzung nicht die einzig 
mögliche. Es ist z. B. auch denkbai-, dass seine Dimensionen dem 
Drehungswinkel proportional waclisen köimten. Wir müssen es des- 
halb als eine dritte notwendige Voraussetzung ansehen, dass uwei 
Körper, die in irgend einer Lage congruire», auch dann congruent 



' Man yjil. das letute Capitel dieser ÖPhrift. 
' LuciENDHE, J'JfemenU de fiiomilrifi. Livrc I. 
' JtoLVAr. Tfnfmueii I. 44y ff. 



Hosted by 



Google 



— 64 — 

bleiben, nacliiiem der eine von ihnen eine ganze Uuidreliung um 
irgend eine Rotationaaxe erlitten bat. Wie bedeutungsvoll aucli 
diese scbeinbar selbstverstäiidliolie Bedingung ist, zeigt sieb z. B. 
daraus, dass iu einem geometrischen System, in welchem die an- 
gegebene andere, an sieb ebenso mögliche Voraussetzung ei-fiillt 
wäi'e, die Linie kürzester Verbindung zwischen zwei Punkten die 
Spirale sein wiirde.^ Dass auch diese Bestimmung einen festen 
analytischen Sinn bat und daaa sie ebenso wie die beiden vorigen 
einen empirischen Begriff, den der Rotation, in sich enthält, bedarf 
keiner besonderen Besprechung mehr. 

Docb einen Punkt müssen wir noch erwähnen, ehe wir das 
Resultat dieser Erörterungen zusammenfassen. So unzweifelhaft 
nämlich Ilelmholtz der erste gewesen ist, der die entwickelten drei 
Voraussetzungen unserer Congruenzbestimmungen als notwendige 
und him^icheude Grundlage derselben dargetan hat, so sehi- ihm 
übei'dies das Verdienst gebührt, zu ilirer Entwicklung den Weg ein- 
geschlagen zu haben, der allein zu unzweideutigen Resultaten führt, 
so selbstverständlich ist es doch wiederum, dass last jede dei-selben 
schon vorher in der einen oder anderen Form ausgesprochen ist 
Wissenschaftliche Entdeckungen sind von dem Geist der Zeit am 
wenigsten unabhängig, da für sie fast ausnahmslos nicht sowol die 
Individualität des Forschers als der Stand der Forschung mafs- 
gebend ist. Nur die Methode ihrer Auffindung charakterisirt die 
Individualität. So ist gleich die erste jeuer Voraussetzungen bereits 
mehrfach ausgesprochen worden. Sie findet sieb vorgedeutet in 
Delboeufe Bemerkungen über die Homogenoität des Baumes ^ direct 
ausgesprochen in Hoüels oben citirter Schrift, die unmittelbar vor 
deii Untersuchungen von Riemaim und Helmholtz ei'schien. Hoüel 
erklärt, dass den Postulaten Eukbds ein viertes beigefugt werden 
müsse, das derselbe oft benutze, obgleich er es mit Hilfe des zwei- 
ten und dritten Postulats, wie es scheint, habe vermeiden wollen. 
Er sagt ausdrücklich: „Wir fordern, dass eine ihrer Form nach 
miveränderliche Figur auf jede beliebige Weise in ihrer Ebene oder 
im Räume ti-ansportirt werden könne", und deutlicher noch an spä- 
terer Stelle: „Die ganze Geometrie ist auf der Idee der L'nver- 



' Helmholtz, (rötUnger Nathrichten 1868. S. 2'20. 
^ Dei.üiieo-, l*i-iilkjmn. iih/loi ik Iti genmitrie, l,i('g 
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ändcrlichkcit der Formen gegründet. Man gesteht von vornherein 
zu, dass in den Figuren eine gewisse Eigentümliclikeit existirt, 
welche bestehen bleibt, wenn die Figuren in eine andere Region 
des Raumes ti-ansportirt werden , , . Die Idee der Unveränderüch- 
koit der Form entspringt aus der Erfahrung , . . Wir bezeichnen 
diese Körper als feste." ' 

Weit häufiger noch und in mannigfacherer Form ist die Be- 
wegung als eine notwendige Voraussetzung der Geometrie anerkannt 
worden. Es ist bekannt, mit welchem Nachdmck Newton diese Ent- 
stehungsweise der geometrischen Gebilde betont hat, ging er doch 
sogar so weit, die Geometrie für nichts anderes als einen Teil der 
aligemeinen Mechanik zu erklären. Wenn auch nicht wenige und 
unter ihnen die hervorragendsten unter den Geometern, wie Le- 
gendre und Bolyai, dem Beispiele Euklids folgten, und die Definition 
der Constnictionsbegriffe ohne Zuhilfenahme der Bewegung gaben, 
so wurde ihre Voraussetzung doch stillschweigend überall schon den 
ersten Lehrsätzen zu Grunde gelegt. Auf ihre Seite traten natür- 
lich die rationahstisclien Philosophen, wenn sie nicht versuchten, 
den Begriff der geometrischen Bewegmig so zu fassen, dass der em- 
pirische Inhalt desselben überdeckt wui'de. Nur Schopenhauers 
Scharfsinn entdeckte die unbequeme Voi-auesetzung in dem achten 
Axiom Euklids, so wenig ihn diese Entdeckung an seiner extremen 
Darstellung der kantischeu Theorie der Mathematik irre madite. 
Er bemerkt im zweiten Bande seines Hauptwerks: „Mich wundert, 
dass man nicht vielmehr {statt des elften) das achte Axiom an- 
greift: „Figuren, die sich decken, sind einander gleich." Demi 
das „Sichdecken" ist entweder eine blofse Tautologie oder etwas 
ganz empirisches, welches nicht der reinen Anschauung, sondern 
der äuisern suinlicben Erfahrung angehört. Es setzt nämlich Be- 
weglichkeit der Figuren voraus; aber, das Bewegliche im Raum ist 
allein die Materie. Mithin verlässt das Provocii-en auf das Sich- 

' Nous demanderons i^u'une flgure invariable de forme puiase fitre trana- 
poTt^e d'uiie laaüiere quelconque dans son plan ou dans l'espace. — Toutc 
la Geometrie est fondee sur l'id^e de l'itivariabilite des formes. On com- 
mence par admcttre qu'il existe dans les figures une certaine propriötß, qui 
Bubsiste lorsque ces figures %e trouvent transportßes dans une autre rögion 
de l'espace . . . L'id^e d'invariabilitö de forme nous vient de l'esp^rience . . - 
Nous düunons ä ces corpa le nom de corps solides. HoCel, Ensiä ariUque. 
S. 47. Vgl. S. m, i)7. 
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decken den reinen Kaum, daa alleinige Element der Goometrie, um 
zum Materiellen und Empii-iacheii überzugehen.'" 

Unsere Betrachtungen führen demnach, wenn wir den empiri- 
riachen Charakter der abgeleiteten Bedingungen vorläufig unberäck- 
sichtigt lassen, zu dem Ergebnis, dass wir ein Kecht haben, unserem 
Kaum ein constantes Krümniungsmafa zuzuschreiben, sofern es sich 
um endliche Teile desselben bandelt. Denn vollständig ist jene Frage 
noch nicht beantwortet, da sich unsere ganze bisherige Untei-suchmig 
tatsächlich imr auf endliche Kaumteile bezog, und wir keineswegs 
das Recht haben, die gewonnenöu Resultate ohne weiteres auf die 
Verhältnisse des Unmessbargrofaen oder Unmessbarkleinen zu über- 
tragen. Unsere Geometrie setzt zwar die Uebertragbarkeit ihrer 
unmittelbar nur auf endliche Raümteile bezogenen Lehrsätze in 
jene beiden Grenzgebiete voraus, aber diese Voraussetzung ist doch 
im Grunde nur ein Postulat, dessen Berechtigung erst durch sorg- 
fältig ausgeführte Messungen nachgewiesen werden muss. Gleichviel 
nämlich, ob wir unserer Kaum Vorstellung empirischen oder aprio- 
rischen Ursprung zuschreiben, so bleibt doch möglich, dass die gaiiKO 
Krümmung der endlichen Raumteile sich unseren Messungen der Cou- 
gruenzbeziehungen derselben als constant orgiebt, trotüdem etwa 
genaue Untersuchungen der Congruennverhältnisse unmessbar klei- 
ner Rauiuteile zeigen würden, dass diese Constanz nur annähernd 
vorhanden sei, dasa z. E. das Krümmungsmafs unseres Raumes für 
jede seiner drei Dimensionen verschiedene Worte habe, weim aucJi 
natürlich diese Differenzen nur verschwindend klein sein könnten. 
Denn selbst wenn wir unsere Raumvorstellung rein a priori ei-wor- 
ben hätten, würde eine solche Möglichkeit nicht abgewiesen werden 
dürfen, so lange es nicht gelungen wäre, die Constanz des Krüm- 
mungsmafses für alle drei Dimensionen als eine notwendige Con- 
^equenz aus dem Wesen der Seele herzuleiten. Ebenso würde es 
auch unter dieser Voraussetzung lediglich auf dem Wege empirischer 
Messung möglich sein, den Grad jener Abweichungen zu bestimmen, 
da wir offenbar die beobachteten Congruenzboziehungen der end- 
lichen Raumteile nur so lange auf diejenigen der unmessbar kleinen 
übertragen, bis entweder direkte Beobacljtungen bei der Vorsehie- 
hung sehr kleiner Kör[)erteile, die dann weder voti ihrem Ort noch 

' ScnriPEBHAüBr.. \Vell "J-- ll'(7/e. k Äiiti. Bd. II. S. 143. 
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von ihrer Lage unabhängig sein würden, oder aber Schlüsse aus 
den Erfahrungen im Endlichen von der Notwendigkeit einer ent- 
gegengesetzten Annahme überführen würden. Natürlich würde dann 
auch unsere ganze Geometrie verändert werden müssen, da die eukli- 
disclie nur angenähert richtig wäre. Die Möglichkeit und die even- 
tuelle Bedeutung einer solchen Abweichung lässt sich deshalb keinem 
Zweifel unterziehen. Anders aber gestaltet sich die Sache, wenn wir 
nach ihrer Wirklichkeit fragen. Zunächst ist klar, dass die Frage 
im Grunde nur flir das Gebiet des Unmessbarkleiiien einen Sinn hat, 
da der Wert des Krümmungsmafses für endliche Raumteile nicht 
constaiit sein kann, wenn er für tmendlich grofee Raumtheile variirt. 
Während wir so den ersten Teil der Frage abweisen dürfen, können 
wir auf den zweiten keine bestimmte Antwort geben, da die etwa 
hierher gehörigen Beol)achtungen noch keine definitiven Stützpunkte 
flir einen der möglichen Fälle bieteiL Wir sind deshalb auf eine 
Schätzung der gröfseren Wahrscheinlichkeit angewiesen. Hier nun 
ist einerseits Folgendes zu bedenken. Alle Hypothesen über die 
elementare Constitution der Materie, welche den physikalischen und 
chemischen Theorien zu Grunde liegen, geben von der Voraussetzung 
der Congruenz des Raumes in sich selbst auch in den kleinsten Tei- 
len aus; alle Berechnungen der Molecularbeziehungen haben nur 
unter dieser Annahme volle Giltigkeit. Auch diejenigen neueren 
mechanischen Untei-suchungen, in denen „die Annahme festgehalten 
ist, dass die Materie stetig den Raum erfüllt," die deshalb „die Theo- 
rien, die auf der Annahme von Molecülen beruhen, nicht berühren," ' 
legen diese Voraussetzung in gleicher Weise wie jene bisher allein 
geltenden Hypothesen zu Gmnde, Hie Wahrscheinlichkeit der un- 
bedingten Congruenz dee Raumes in sich selbst ist deshalb um vie- 
les gröfser, als die Wahrscheinlichkeit jeder dieser mechanischen 
Theorien selbst. Andrerseits aber verdient auch der Umstand Be- 
achthng, dass der weitblickende Scharfsinn von Riemann eine Um- 
bildung unserer Congruenzbeziehungen für das Gebiet des Unmess- 
barkleinen vorausgesagt hat Die bezügliche Aeufserung desselben 
lautet: „Nun scheinen aber die empirischen Begriffe, in welchen 
die räumlichen Mafsbestimmungen gegründet sind, der Begriff des 



' KiKCHUofi'. Vorlemngen über mafhem. Phijtnh. Meclianik. Leipzig 18711. 
Vorrede. W. 1. 
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festen Körpers und des Lichtstrahls ^ im Uiiendlichkleiiieu ihre 
Giltiglceit zu verlieren; es ist also sehr wo! denkbar, dass die Ma.fs- 
verhältnisse des Raumes im Uiiendlichkleineu den Voraussetzungen 
der Geometrie nicht gemäfe siud, und dies würde man in der Tat 
annehmen müssen, sobald sich dadurch die Erscheinungen auf ein- 
fachere Weise erklären liefsen."* Diese Vermutungen sind jedoch 
so unbestimmt, und bisher noch so wenig bestätigt, dass sie die 
oben begründete Wahrscheinlichkeit des Gegenteils nur um ein ge- 
ringes vermindern können. 

Wir dürfen es deshalb als die erete wesentliche Eigenschaft 
unseres Raumes aussprechen: der Raum ist eine in sich con- 
gruente Mannigfaltigkeit; oder in analytischer Foim: der 
Raum ist eine Mannigfaltigkeit mit constantem Krüm- 
mungsmafs. 

Unsere zweite Frage bezieht sich darauf, welchen Wert mv 
diesem constanteu Krümraungsmafs beimessen dürfen, ob wir das- 
selbe als positiv, negativ oder gleich Null anzusehen haben. Für 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten wurden diese drei mög- 
liehen Fälle durch die sphärischen, die pseudospharischen Flächen 
und durch die Ebene charakterisirt. Unsere Frage lautet deshalb, 
da wir wiederum die anschauliche Beti'achtung der analytischen 
Diecussioii vorziehen müssen, welcher unter diesen Flächen die 
Eigenschaften unseres Raumes correspondiren. Auch hier, scheint 
die Antwort sich von selbst zu ergeben, da die Lehrsätze der Geo- 
metrie des Raumes zeigen, dass alle Mafsbestimmungen der Ebene 
sich ohne jede inhaltliche Veränderung auf unseren Raum von drei 
Dimensionen übertragen lassen Die Axiome von den geradesten 
Linien und den Parallelen gelten selbst verständlich in entsprechen- 
der Erweitenuig, auih füi den Rium; alle bisher ausgeführten 
Systeme räumlicher Mei'.ungen hihen unter diesen Voraussetzungen 
zu hinreichend sicheren tui ille bisher untersuchten Raumverhält- 

■ Diese Begriffe Bind wie \sir ^et,ehen haben nicht coordinirt Drr Be 
gTifl det, geradlinigen Lichtstrihk isi keiup notwendige 'Voiaus'-etzung der 
Congruenzbestimmungen unaeies Eaumts V^l Helmholtz Guthnqet Nach 
richten 1868 S 197 

' Eibmann i a III § 6 S 17 fl Ls sei übrigens bemeiki daas 
Rtemann seinem Manuscnpt Aie Bemeikuug beigelugt bat dass diesoi Pa 
laeraili ncch en et Umiibeilun^ ii d weitem Aislulru, bedurft — 
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nisse sogar vollkommen genauen Resultaten geführt, Jedoeh auch 
hier dürfen wir aus dieser üebereinstimmung nicht ohne weiteres 
schliefsen, dass unser Raum als ein Analogon der Ebene zu denken 
sei, dass wir ihm also das conatante Ki'ümmungsmafs Null zuschrei- 
ben dürfen. Denn jene geometrischeu Messungen würden sich auch 
in dem Fall unverändert anstellen lassen , wenn jenes Krümmungs- 
mafs einen allerdings unendlich kleinen positiven oder negativen 
Wert besäfse. Wäre z. B. das erstere der Fall, verhielte sich unser 
Raum also analog einer sphärischen Fläche mit unendlich grofsera 
Radius, so würde die Winkelsumme aller eudlichen Dreiecke den 
MinJmalwert von zwei Rechten so wenig übersteigen, dass diese 
Differenz durch unsere Messutigsmethoden gar nicht gefunden werden 
könnte. Ebenso würde bei unendlich geringem negativen Wert des 
Kriimmungsmafses jene Summe in allen endlichen Dreiecken den 
Maximalwert von zwei Rechten so nahezu erreichen, dass dieser 
Unterschied fiir uns ebenfalls innerhalb der Grenzen der wahrschein- 
hchen BeobaehtungsfeUer verhhebe. Auch hier bleibt uns kein 
anderer Weg übrig, als der, die Winkelsumme möglichst grofser 
empirisch gegebener Dreiecke durch möglichst sorgfältig angestellte 
Messungen zu bestimmen. Denn gleichviel , welches der unterschei- 
denden Merkmale wir zur Erkenntnis der besonderen Natur unseres 
Raumes in Anspruch nehmen wollten, überall würden wir zuletzt 
auf solche empirische Beobachtungen angewiesen,' 

Die Frage lässt sich deshalb ebenso wenig mit unbedingter 
Sicherheit beantworten, wie wir im Stande waren, über die Con- 
stanz des Kriimmungsmafses zu eudgiltiger Entscheidung zu kommen. 
Die gröfste nämlich unter den Standlinien, die wir den trigonome- 
trischen Untersuchungen zu Grunde legen können, bietet die grofse 
Axe unserer Erdbahn; diese aber ist gegenüber den Entfernungen, 
welche die Erscheinungen des Fixsternhinunels darbieten, viel zu 
klein, um zu allgemein giltigen Ergebnissen auszureichen. So weit 
allerdings unsere Methoden des Messens zur Anwendung gebi-acht 
sind, soweit hat sich auch die Hypothese, dass unser Raum eine 
der Ebene analoge Mannigfaltigkeit sei, ausnahmslos bestätigt. Lo- 
batschewsky z. B. hat gezeigt, dass in emem Dreieck, dessen Seiten 

' Man vgl. Gattss, Briefwechsel. Band 11. '2(59 ff. Kibmann, a. a. 0. III. 
g 3. S, 17, Hblmholtz, Populäre Vorträge. Heft III. S. 43. Hoübl, a. a. 0. 

S. 77. 



Hosted by 



Google 



— 70 — 

der El tttii ui n lei Ei \e \un lei Suime gleithei die W i k 1 uniun, 
von zwei ßeclteii nicht um melu ils OUOO^ becundtn entfernt aeiii 
kann'; Hflmholtz femei hat d^iauf aulmeiksam gemacht dass die 
astronomische Re hnung die Pardlise dei unendhth weit ent- 
fernten Fixsterne immer gleich Null fandet wählend difelbe falls 
das Krummungamafs unneies Raumes einen noch so geringen end 
liehen, negitiven Wert bei'isse eine Itestimmtc jjDiitive Giolse haben 
mÜBste.^ Die WahrsoheiTilichkeit, dass unser Raum den Voraus- 
setzungen der Geometrie der Ebene vollkommen entspreche, ist also 
auch hier eine sehr hohe, so dass wir als die zweite wesentliche 
Eigenschaft desselben aussprechen können, sein Krümmungsmafs 
habe den constanten Wert Null, Riemann hat zur äufaeron Charak- 
terisirung der Mafsbeziehungen dieser Klasse von Maimigfaltigkeiten, 
der unser Raum hiernach angehört, eine Bezeichnung vorgeschlagen, 
in der ihre Beziehung zu den Eigenschaften der ebenen F^hen 
ausgedrückt ist: er hat sie ebene Mannigfaltigkeiten genannt. 
Unser Raum ist demnach ein ebener Raum. 

Gegen wenige Teile der Riemann-Helmholtz'schen Erörterungen 
sind sowol seitens der Philosophen als auch gelegentlich seitens ein- 
zelner Mathematiker so viele Einwendungen erhoben worden wie 
gegen diesen; seihst die terminologische Bezeichnung der „Eben- 
heit" hat zu lebhaften Protesten Anlass gegeben. Wir dürfen jedoch 
auf Grund der bisherigen Ausführungen auf eine besondere Wider- 
legung derselben Verzicht leisten. Nur einen Einwand müssen wir 
berücksichtigen, der von den Anhängern rationalistischer Theorien 
der Mathematik wenigstens erhohen werden könnte. Derselbe rich- 
tet sich nicht mmder gegen die Berechtigung der oben angewandten 
Methode empirischer Messung, als gegen die Unsicherheit der er- 
haltenen Resultate, Die Mittel zu seinem Widerspruch bietet ihm 
ein Merkmal unserer Raumanschauung, von dem wir bisher noch 
nicht naher gesprochen haben. Die ebenen Mannigfaltigkeiten unter- 
scheiden sich von den Ausgedehntheiten mit constantem positiven 
Krümmungsmafs nämlich nicht blofs dadurch, dass in ihnen auch 
Unabhängi^eit der Richtung vom Ort stattfindet, während in jenen 
blofs das Verhältnis der Dimensionen der Körper dui'cli den Ort 

' LoBÄTSOHBWSKY in Crelles Journal a. a. ü, 

" llEMöTor.TK, Populäre Vi/rträyt'. lieft 111. Ö. iJ 
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nicht afficirt wird, sondern auch dadiu'ch sind sie von einander 
getrennt, dass diese unendlich, jene dagegen nur endlich ausgedehnt 
sind. Da wir nun tataächlich im Stande sind, unsere Raumanschauung 
ins unendliche zu erweitern, so scheint es, dass schon dadurch die 
Ebenheit unseres Raumes couatatirt werde, imd zwar sicherer, als 
es je durch äufsere Erfahrung geschehen könnte. 

Diesem Einwurf gegenüber steilen wir zuerst fest, in welchem 
Sinn hier von Unendlichkeit geredet wird. Diese Bestimmung kön- 
nen wir treffen, ohne auf die philosophischen Schwierigkeiten dieses 
Begriffs näher einzugehen. In unserer Auffassung der unendlichen 
Ausdehnung laufen zwei Elemente in einander, welche die mathe- 
matische Analyse wol zu unterscheiden lehrt, die Unhegrenztheit 
nämlich und die Unendlichkeit. Die Verhältnisse der Flächen wer- 
den die Verschiedenheit beider, auf welche Eiemanii zuerst auf- 
merksam gemadit hat, genauer verdeutlichen. In jeder der oben 
betrachteten zweifach ausgedehnten Maimigfaltigkeiten können wir 
alle auf denselben construirbaren Kguren beliebig verschieben, ver- 
gröfseni oder verkleinern. In den sphärischen Flächen z. B. köimen 
wir jeder geradesten Linie, also jedom Bogen eines gröfsten Kreises 
eine unbegrenzte Länge geben, da wir die sie erzeugende Bewegung 
eines Punktes, nachdem derselbe in seine Anfangslage zurückgekehrt 
ist, continuirlich fortgesetzt denken können. Ebenso können wir 
die Dimensionen jeder sphärischen Figur beliebig erweitem, wenn 
wir dieselbe nur hinreichend oft auf der Grundfläche abwickeln. 
Wir köimen allen jenen Flächen, auch die mit variabelm Krümmungs- 
mafs nicht ausgenommen, deshalb Unhegrenztheit zuschreiben, so- 
fern wir die Grenzen jeder beliebigen Linie und jeder beliebigen 
Figur schrankenlos erweitern kömien. Den ebenen Flächen kommt 
diese Eigenschaft in gleichem Ma&e zu, daneben aber findet sich 
eine zweite, die sie allein besitzen.' Anschaulich lagst sich dieselbe 
etwa folgendermafsen Charakter isiren. Bei den sphärische]i Flächen 
ist die Eiweiteimig dei Linien und Figuren ms unbegienzte iiui 
diduich möglich, dast> die einzelnen Teile derfelbeu auf emaudei 
dl)-;ew ickelt weiden, m den ebenen Flachen dagegen findet eine 

^ Aiith den pseiidoipharischtn rUchen zwai knmmt sie zu wie die ana 
lylische Untersuchung derselben zeigt, da iber nur begienzte Teile dersel- 
lien in unaeiem Rium dargestellt wtrden können to lasst sich dies anschau 
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solclie Rückkebr niclit statt; dort sind die litM>arcii Gobildo unbo- 
grciiztj hier sind sie mibegi'enzt und unendlich. Schärfer noch lässt 
sich dieser Unterschied durch die entsprechenden analytischen Be- 
ziehungen charakterisiren. Die Unbegrenztheit der Flächenstücke 
bat ihren wesentli(;hen Grund in jener oben besprochenen Vertausch- 
barkeit der Dimensionen, welche die Äusgedohntheiteu als solche 
oharakterisirt; sie gehört also lediglich den Ausdebnungsverliält- 
nissen der Mannigfaltigkeiten an und gilt deshalb für alle Äusge- 
dehntheiten von gleichviel Dimensionen in gleicher Weise. Die Un- 
endlichkeit derselben d^egen bezieht sich lediglich auf die Mafs- 
verhältnisse; sie ist ein besonderes Merkmal der Mannigfaltigkeiten, 
deren Krüramungsmafs negativ ist oder den constanten Wert Null 
hat. Da die Art und Weise der Erweiterung ins unbegrenzte von 
den Mafsverhältnissen der Mannigfaltigkeiten abhängig ist, sofern 
die Construction der möglichen Orte der Begrenzungen durch die 
Beschaffeiiheit des Kriimmungsmafses bestimmt wird, so kann man 
sagen, dass die Mafsbeziehungen das Gesetz der Unbegrenztheit an- 
geben. Die Unendlichkeit entspricht dann einer bestimmten Form 



Uebertragen wir diese Unterscbeidutigen nun auf unseren Raum, 
so ist leicht einzusehen, dass diese beiden Merkmale in unserer An- 
schauung desselben nicht in der gleichen Weise enthalten sind. Die 
Unbegrenztheit der körperlichen Gebilde ist, wie Riemann mit Recht 
hervorhebt S eine Voraussetzung die \llen unseren theoietischen und 
praktischen Raumbestimmungen ausnahmblos i'u Urunde hegt di 
wir bei den Constmctionen mes^b^rei Beziehungen nicht mthr xn 
wenden, als bei den Verhältnissen im Unmessbaigi fsen uni im 
Unmessbarkieinen. Die Unendlichkeit des Raumes kjmmt zwai für 
alle jene Bestimmungen mitte!b\i ebenso sthi in Beti'Ujht da sie 
mit unseren Mafsmethoden die sich alle aut die \xiome von dei 
gei'aden Linie und von den Parallelen giunden m unauflosharei 
Beziehung steht, aber die ''icheiheit die'^er \oii,usiet7ung ist nitht 
die gleiche, da jene Methoden bei unendlich kleuien positiven odei 
negativen Werten des Krummungsmafsea vollkommen gleiche Ei- 
gebnisse liefern könnten Die \eitauscbbaikeit dei Dimcnsunei 
kann in jenen Gi'enzgebieteD ke n andere s m das liegt in ihrem 

' RiEMiHN, a, a, 0. III. § 2. 
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Epgriffe, aber eine selir geringe Abweichung der Wiukelsunime von 
zwei Rechten ktam bei den trigonometrischen Messungen sehr grofser 
Dreiecke bemerkbar werden. 

Jedoch diese Bemerkungen heben den Einwand nicht auf, da 
die psychologische Tatsache, dass wir unsere Anschauung ins un- 
endliche erweitem können, zweifellos fortbesteht. Es handelt sich 
demnach darum, diese Tatsaelie richtig zu interpretii-en. Dann aber 
wird sich zeigen, dass sie weder der Möglichkeit eines für uns noch 
unmessbar kleinen positiven Wertes des Krümmungsmafses im Wege 
steht, noch die Notwendigkeit aufhebt, über eine solche mögliche 
Abweichung desselben von dem bisher allein beobachteten Nullwert 
auf dem Wege empirischer Messung zu entscheiden. Denn gegen 
den ersten Einwand dürfen wir behaupten, dass die Unendlichkeit 
unseres Raumes oder, wie wir mit einem treffenden Terminus Kants 
sagen können „die Grenzenlosigkeit im Fortgange der Anschauung" 
die Ebenheit desseihen ebenso wenig hinreichend bestimmt, wie die 
Congruenz endlicher Raumteile die Constanz des Krümmungsmafses 
auch für bis jetzt unmessbar kleine Raumteile verbürgt. Ein Bei- 
spiel mag den Beweisgrund hierfür zunächst veranschaulichen. Wir 
können uns geistige Wesen denken, die gezwungen sind, auf einem 
sehr kleinen Teil einer unmessbar grofsen Kugelfläche au leben, 
deren Oi^ane und Werkzeuge überdies so beschaffen sind, dass 
ihnen nur ein verhältnismäfsig geringer Teil der Fläche sichtbar 
wird, und ein noch kleinerer Teil ihren MaTsmethoden zugänglich 
ist. Diese Wesen müssten, wenn wir nui- den üm&ng der ganzen 
Fläche hinreichend grofe und den Bezirk ihrer eigenen Wohnstätten 
hinreichend klein denken, eine Geometrie ausbilden, die unserer 
euklidischen Geometrie der Ebene vollkommen gleich wäre. Die 
Summe ihrer Dreieckswinkel würden sie, wie wir die unsrige, gleich 
zwei Rechten finden; ihre geradesten Linien würden sie ins unend- 
liche ausdehnbar denken. Denn so weit ihre Augen reichen, würden 
sie nicht blofs die Unbegrenztheit, sondern auch die Unendlichkeit 
ihrer Fläche beobachten, und sie würden, so lange ihnen die Mög- 
lichkeit anders gearteter Flächengebilde nicht irgend wie, etwa 
durch analytische Berechnungen analog denen Riemanns, verständ- 
lich gemacht würde, unbefangen die von ihnen beobachteten Mafs- 
beziehungen auch in den für ihre Mittel unmessbar grofsen Entfer- 
nungen giltig glauben. Und dies würden sie annehmen, gleichviel 
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ob sie ihre Fläch eiiyorstellung absolut a priori ürworbon oiler unter 
dem positiv bestimmenden Eiiifluss der Erfahrung entwickelt hätten. 
So lange sie nicht wüssten, dass es aus dem Wesen ihrer Seeleu 
folge, die Vorstellung einer sphärischen Fläche zu bilden, deren 
Krümmungsmafs einen für die von ihnen erkennbaren Mafsbeziehun- 
gen unmessbar kleinen Wert habe, — und die Beobachtung der 
Äufsenwelt würde sie darüber nicht belehren — , müssten sie auch 
in dem ersteren Fall voraussetzen, ihre Ausgodehntheit sei eine end- 
liciie. In ganz entsprechendem Verhältnis nun stehen wir möglichen- 
falls zu unserem Raum. Die Grenzenlosigkeit unseres Baumes im 
Fortgange der Anschauung beruht lediglich auf einer üebertragung 
des fiir die endlichen ßaumteile gesicherten Axioms von der geraden 
Linie auf die unmessbar grofsen Entfernungen. Selbst wenn wir des- 
halb unsere Messungen auf bilüonenfach gröfsere Entfernungen über- 
tragen könnten, als gegenwärtig der Fall, und überall unsere gegen- 
wärtige Voraussetzung der Ebenheit bestätigt fänden, würde die 
Möglichkeit noch nicht ausgeschlossen sein, dass auch diese Gröfseu 
nicht genügten, uns den geringen Wert des positiven Krümtiiungs- 
niafses erketmen zu lassen. Ebenso offenbar ist aber auch, dass, 
wenn einmal der vorläufig höchst unwahrscheinliche Fall eintreten 
sollte, der uns nötigte, die Voraussetzung der Ebenheit unseres Rau- 
mes aufzugeben, dann der einzige geometrische Weg, der uns dahin 
führen könnte, in der Methode empirischer Messungen bestehen 
würde. Weder die Möglichkeit also eiues fiir uns noch unmessbar 
geringen Wertes des Krümmungsmafses noch die Notwendigkeit em- 
pirischer Messungen zur üntersudiung desselben wird durch den 
psychologischen Einwand der Unendlichkeit aufgehoben. Sinnlos 
aber würde es auch hier sein, auf eüie solche leere logische Mög- 
lichkeit irgend welche Schlüsse zu bauen, die unsere Naturauftäs- 
snng irgend wie direkt afficiren; ich vermag selbst nicht abzusehen, 
dass die logische Ausführung derartiger Hypothesen nutzbringend 
sein könne, da man dadurch schwerlich auf Erscheinungen aufmerk- 
sam werden könnte, die unserer Aufmerksamkeit ohnedem entgingen. 
Der Weg direkter Beobachtung würde hier, wo es sich nicht um 
ungleichartigen Stoff handelt, wie später noch deutlicher werden 
wird, immer der bessere bleiben. 

Das obige Resultat, demgemafs unser Raum als ein ebener, 
unendlich ausgedehnter zu botrachtcji ist, lileibt demnach durch 
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alle diese Betrjiclituiigen unverändert. Jedoch noch von der ent- 
gegengesetzten Seite droht demselben Gefahr. Die bisher als 
äufserst unwahrscheinlich, wenn aucli immerhin als möglich cha- 
rakterisirte Ännajune, dass das Krümmungsmafs unseres Raumes 
einen unendlich geringen positiven Wert besitze, ist bereits als 
die einzig gerechtfertigte behauptet worden. F. Zöllner, der über- 
haupt „die Bedeutung dieser inathematischen Untersuchungen für 
unsere Erkenntnis und Interpretation der Naturerscheinungen" als 
den wesentlichsten Gewinn derselben ansieht, liat diese Behaup- 
timg bekanntlich in seiner Schrift „über die Cometen" ausge- 
sprochen und eingehend zu begründen versucht.^ Sein Beweis stützt 
sich auf eine analytische Discussion der Bedingungen, welche die 
Stabilität des Äggregatzustandes tropfbar- flüssiger Körper bestim- 
men, sowie auf einzelne Tatsachen über die Verdamplung fester 
Körper, welche jene Berechnung auf alle Körper übertragbar machen 
sollen. Dies nämlich führt ilm zu der Behauptung, dass die Ver- 
dampfung eine vom Aggregatzustand unabhängige allgemeine Eigen- 
schaft aller Materie sei, deren Temperatur den absoluten Nullpunkt 
überrage. Hieraus aber folgt, dass alle endlichen kosmischen Mas- 
sen sich nach unendlicher Zeit, und diese ist seit dem Entstehen 
der Welt notwendig vergangen, im unendlichen Raum „bis zum Vor- 
schwinden verflüchtigen müssen." Da diese Consequenz der gegen- 
wärtigen Eeschafl^enheit der Welt absolut widerspricht, so muss, fol- 
gert Zöllner weiter, mindestens eine der Prämissen, aus denen sie 
ei^chlossen ist, falsch sein. Diese Voraussetzur^en nun sind nach 
seiner Auseinandersetzung die folgenden: 1) die Endlichkeit der 
raumerfiillenden Materie; 2) die Verdampfung aller Körper, deren 
Temperatur den absoluten Nullpunkt übersteigt: . 3) die Unendlich- 
keit der Zeit, während der die Materie den Raum bereits erfüllt; 
4) die Unendlichkeit dieses Raumes selbst Zöllner sucht nun dar- 
zutun, daas keine der ersten drei unter diesen Voraussetzungen falsch 
sein kann. Die Materie muss endlich sein, da die Berecluiung zeigt, 
dass im anderen Fall Drack und Dichtigkeit derselben in jedem vom 
Ceutrum (einer hypostasirteu Weltkugel) endlich entfernten Punkte 
unendlich grofs sein müsate; die Verdampfung muss allen Körpern 



' ZÖLLNua, Ueher die Natm- der Cometen. Leipzig 1872. 2. Auli. 
299 ff. 
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beigelegt werden, da mathematische Discussiou und physikahselio 
Erfalinmg sie gleich wahrscheinlich mache; die Zeit endlich, welche 
seit der Entetehung unserer Welt verflossen ist, kann nicht endlich 
sein, da diese Annahme dem Gesetz des zureichenden Grundes 
widerspricht Es bleibt demnach nur übrig, dass die Voraussetzung 
der Unendlichkeit des Raumes eine falsche ist, dass das Krüm- 
mungsmafs desselben einen, wenn auch sehr geringen positiven 
Wert hat Zu demselben Schluss fuhrt nach Zöllner die Wahi'neh- 
mung von Olbers, „dass die Annahme einer unendlichen Zahl von 
Licht und Wärme ausstrahlenden Köi3)erii (FixsterAe) zu der An- 
nahme dränge, dass das ganze Himmelsgewölbe überall in einem 
Glänze und mit einer Wärme strahlen müsste, wie gegenwärtig die 
Sonnenscbeibe." ' Denn die Hypothese einer Absorption der Licht- 
und Wärmestrahlen, durch welche Olbers sich vor dieser Conseyueiiz 
zu schützen glaubt, könne diesen Dienst nicht leisten, da die Tem- 
peratur des Weltalls sich proportional der lebendigen Kraft der 
absorbirten Strahlenmenge erhöhen müsse. 

Diese Erörterungen würden, wären sie einwurfsfrei, jene Revo- 
lution unserer newtonschen Naturauffassung beginnen, deren Mög- 
lichkeit schon Riemann angedeutet hat Sie unterliegen jedoch 
schwerwiegenden Bedenken. Es ist in der Tat nicht blofs ein 
kühnes, sondern ein höchst gefährliches TJntemehmen, eine solche 
Umbildung unserer geometrischen Auffassung der Naturerscheinun- 
gen auf Grund derartiger physikalischer Ergebnisse inauguriren zu 
wollen, wie sie hier dem Beweis zu Grunde liegen, Sollte der Be- 
hauptung, dass alle Körper, deren Temperatur höher ist als die des 
absoluten Nullpunktes, allmählich verdampfen, so lange das Maxi- 
mum der Spannkraft für die betreffende Temperatur nicht erreicht 
ist, das Recht zu einer solchen Umformung unserer Weltauffas- 
sung zustehen, sie müsste selbstverständlich in einer Weise begrün- 
det sein, die keinen Zweifel an ihrer Sicherheit aufkommen liefse. 
Dieser notwendigen Forderung entspricht jedoch die Hypothese Zöll- 
ners so wenig, dass sie vielmehr nur auf den Rang einer mechanisch 
möglichen Annahme, deren Bestätigung durch die experimentelle 
Wissenschaft noch dahinsteht, Anspruch erheben kann. Denn die 
physikalischen Tatsachen, welche die Allgemeinheit des mechani- 

' Zöllner, a, a. 0. S. 309 f. 
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sehen Ergebnisses darton sollen, beruhen ei-steiis auf einigen nocli 
nicht einmal allgemein bestätigten Versuchen, welche zeigen, dass 
einzebiG feste Körper wie das Eis Dämpfe von geringer Spannkraft 
bis zu einem gewissen Maximum entwickeln, und sodann auf Er- 
adieiuungen, als deren wesentlichste „der eigentümliche Geruch 
der Metalle und einiger Mineralien" angegeben werden. Die letz- 
teren Tatsachen nun kommen gar nicht in Betracht, da ihre Unter- 
suchung die Hypothese einer Verdampfung bisher nicht einmal als 
die wahrscheinlichste Erkläi'mig ergeben hat, die ersteren aber sind 
bisher so yereinzelt, dass es sicher keine „rationelle Induction" ist, 
die ihnen zu Grunde liegende Eigenschaft einzelner KÖi-per von 
niedrigem Schmelzpunkte als eine allgemeine Eigenschaft aller zu 
behaupten. Wir dürfen deshalb auch ohne eine besondere Diacus- 
sion der Gründe, welche Zöllners Schluss auf die Endlichkeit un- 
seres Raumes selbst im Bcstätigungsfalle seiner Hypothese über die 
Verdampfung unzulässig machen würden', diesen zweiten Einwand 
gegen unsere obigen Erörterungen fiir ebenso wenig sticlihaltig an- 
sehen, wie jenes psychologische Argument. Das Resultat derselben, 
dass wir den Raum innerhalb der Grenzen unserer Beobachtmig 
mit Gewissheit und jenseits derselben mit sehr grofser Wahrschein- 
lichkeit als eine ebene Mannigfaltigkeit anzusehen haben, bleibt 
unverändert bestehen. 

Noch aber wäre es ungerechtfertigt, wollten wir eine endgiltige 
Definition unseres Raumes aufstellen, denn auch die beiden Merk- 
male der Stetigkeit und der Ausdehnung nach drei Dimensionen, 
die den Inhalt unserer vorläufig gebildeten Definition ausmachten, 
beanspruchen unsere Aufmerksamkeit. Ueber den Begriff der Stetig- 
tigkeit zwar, dessen anschauhche und analytische Merkmale bereits 
an früherer Stelle kurz angedeutet worden sind, können wir an 
dieser Stelle hmweggehen, da die Schwierigkeiten, die sich seiner 



' Solche Argument« sind vod Wtjkct (Ueber das kosmoloffische Problem 
in Avehaeito' Vierte^ahrssehrift für teissemchaßlicke PMoaophü. Jahrg. I., 
Heft 1,1 gegen Zöllner ausgeführt. Wundt weist nach, dass die Verdam- 
pf« ngshy pol hese zu den von Zöllner aufgestellten Ergebnissen nur führe, 
wenn sicher wäre, dass erstens die Temperatur aller Teile des Universums 
den absoluten Niillpiiukt übersteige, und dasB zweitens keine Kraftwirkungen 
vorkommen, welche der Verdampfbarkeü entgegenwirken. Das erste aher 
ist nicht sicher, das zweite dagegen ott'cubar uicht der Fall. 
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klaren und -leutlichen Bestimmung entgegenstellen, unsere gegen- 
wärtige Aufgabe nicht berühren. Etwas anders jedoch verhält sieh 
dies mit der Ausdehnung nach drei Dimensionen. 

Die Tittsache zwar, dass unser Raum eine dreifache Äusgedehnt- 
heit ist, sofern jedes Element desselben durch drei Coordinaten ge- 
geben ist, kann auch dem skeptischsten Verstände nicht zweifelhaft 
sein. Denn die durch sie charakterisirten Ausdehnungsverhältnisse 
können in den Grenzgebieteo keine anderen werden als in den uns 
bekannten Gebieten raessbarer Entfernung, während sehr geringe 
Abweichungen der vorausgesetzten Krümmungs Verhältnisse dort aller- 
dings zum Äustrag gelangen können. Die Ausdehnung nach drei 
Dimensionen besitzt deshalb in der Tat eine Gewissheit, die gröfeer 
ist als die irgend einer anderen empirischen Tatsache, da sie ihnen 
allen zu Gi'unde liegt. Um so mehr aber inuss anerkannt werden, 
dasä diese Gewissheit keine gröfsere ist. Könneiv wir die Schranken 
unserer Anschauung nicht überschreiten, um die Vorstellung einer 
vierfachen Ausgedehiitheit wirklich zu vollziehen, so bleibt es deshalb 
doch immer möglich, die Beziehungen der Rechnung zu uutei-werfen 
und begrifflich zu erkennen, die unseren B,aum mit der analogen 
vierfachen Ausgodehntheit verbinden. Dass die Discussion diest'i' 
Beziehungen für die geometrische Auffassung des Baumes wertvoll 
ist, mögen die nachfolgenden, von Drobiscb' näher ausgeführten 
Betrachtungen lehren, deren Gesichtspunkte bereits von HelmholtÄ^ 
angedeutet sind. Die Gleichung des Kreises nimmt unter der Vor- 
aussetzung, dass sein Mittelpunkt auf der Ordinatenaxe liegt, ujid 
dass die Abscissenaxe zugleich Tangente an denselben ist, eine Form 
an, die sie für den Fall, dass der Radius unendlich grofs wird und 
die laufenden Ordinaten gleich Null werden, zur Gleichung der Tan- 
gente macht. Die erste dieser Voraussetzungen bedingt, wie aus 
dem Früheren leicht ersichtlich, den üebergang der Kreislinie in 
eine Gorade, die zweite bestimmt das Verhältnis dieser Geraden 
zu dem erzeugenden Kreis. Ebenso wird eine entsprechend gewählte 
Gleichung der Kugelfläche für den Fall, dass der Radius unendlich 
grofs wird und die z gleich Null werden zur Gleichung der Tangon- 



' Deobisoh, Berichte über die Vei-Itandlunffen der Koniffl. Siieltsinchen 
GeseUsch. der Wüsemch. Matli.-phya. Kl. 187(;. S 2(;H. 
^ I!Mi,jiaoLTK, (iöllhuim- Nachi-idden 1HU8. S, 219 1. 
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tialeheiie. Bolyai oun hat durch eine Reihe sinnreicher Construc- 
tionen gezeigt ^ dass die Ebene betraehtet werden kann als ent- 
standen aus einer unendlichen Anzahl concentrischer Kreise, deren 
Radien alle Werte von Null bis Unendlich continuirlich durchlaufen. 
Diese Vorstellungsweise lässt sich, wie Drobisch bemerkt hat, auf 
den Raum übertragen, da dieser in entsprechender Weise als ein 
System unendlich vieler Kugelflächen, deren Radien ebenfalls von 
Null bis Unendlich stetig" wachsen, angesehen werden kann. Wie 
nun jene Äuffassungsform der Ebene dieselbe üugleich als Tangen- 
tialebene einer Kugolfläche charakterisirt, so bezeichnet diese Dar- 
steiiungsweiae des Raumes denselben als den Grenzfall eines ent- 
sprechenden dreifach ausgedehnten Gebildes. Der Kaum kaim dem- 
nach durch eine Gleichung dargestellt werden, welche den obigen 
CFleiehungen für die gerade Linie und die Ebene nachgebildet ist. 
Die Constnictionsbedingungen für jenes räumliche Gebilde ergeben 
sich, sobald wir die anschauliche Darstellung der Kreislinie und der 
Kugelfläche in Betracht ziehen. Wie nämlich der Kreis trotz seiner 
einfachen Ausdehnung zu seiner Constmction eine zweifache Aus- 
dehnung, im allgemeinen die Ebene verlangt, und wie die Kugel- 
flache nur in dem dreifach ausgedehnten Räume darstellbar ist, so 
fordert jenes Gebilde zu seiner Veranschaulichung eine Äusgedehnt- 
heit von vier Dimensionen. Dieselbe lässt sich deshalb in Wirklich- 
keit nicht ausfähi-en; dennoch lassen sich die Principien ihrer Con- 
stmction mit Hilfe der Analysis begrifflich so weit entwickeln, dass 
sich für unser discuraives Denken eine Reihe beachtenswerter Ana^ 
loga jener Äusgedehntheit mit unserem Raum ergiebt. Wie nämlich 
in unserem Raimk die dritte Coordinatenaxe, die z-Axe, auf allen 
Geraden senkrecht steht, die in der xy-Ebene als der nächst nie- 
drigen entsprechenden Ausgedehntheit gezogen werden können, so 
muss in der ebenen Ausgedehntheit von vier Dimensionen die vierte 
Axe auf allen denjenigen Linien senkrecht stehen, die in unserem 
Kaum als der nächst niedrigen entsprechenden Mannigfaltigkeit con- 
struirbar sind. Noch eine zweite Gonsequenz dieses begriffHchen 
Vcj'gleichs lä,«st sich namhaft machen, welche ebenso zeigt, dass sich 

' Bolyai, a. a. 0, 1, 8. im f. Leichter e 
long ilieser CoiiBtriictioiien a, a. (). S. (»0 f., 
FBiscHADr, Abnohtte Geometrie. Aiiliaiig, 
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über die discursive Entwicklung dieser Vorstellungen nicht blols 
geistreich spotten lässt, wie Feclmer mit vorahnendem Wit^ getan. 
Jenes raumliclie Gebilde, als dessen Grenzfall unser Raum anzu- 
sehen ist, ist nämlich gemäfs der analytischen Untersuchung, wie 
die anschaulichen Analoga der Kugelfläche uiid der Kreislinie erwar- 
ten lassen, eine ondlidie, kugelähnlicKo Mannigfaltigkeit, deren 
krumme Begreiizungsfläche — hier versagt die an unsere An- 
schauung gewöhnte Sprache den Dienst — bei dem Wachstum des 
Radius ins unendliche sich unserem Raum nähert. Die Ebenheit 
unseres Raumes tritt dadurch in einen begrifflich scharf bestinam- 
teii Gegensatz zu der Krümmung dieses Gebildes, der die Analogie 
derselben mit den Mafsbestimmungen der Ebene noch schärfer 
hervorkehrt.^ 

Unsere Aufgabe, zu untersuchen, unter welche der möglich&n 
Arten n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unser Raum gehört, 
ist hiernach, soweit unsere Methoden reichen wollten, vollkommen 
gelöst. Es erübrigt nur noch, dass wir die gefundenen Merkmale, 
die unseren Raum als einen speziellen Fall dreifacher Ausgedehnt- 
heiten charakterisiren , mit den entsprechende» Eigenschaften der 
anderen möglichen dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten ver- 
gleichen. Die hier in Betracht kommenden Fälle beziehen sich auf 
die Ausgedehntheiten mit positivem oder negativem Krümmungsmafs. 
Die dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dieser Art können wir 
als sphärischen und pseudosphäriscben Raum bezeichnen; 
ersteres, um ihre Analogie mit den entsprechenden Flächeugi-uppen 
zu charakterisiren, letzteres, um die Gleichheit der Zahl der Dimen- 
sionen anzudeuten. Im Gegensatz zu unserem ebenen Raum köimen 
wir sie als krumme oder gekrümmte Räume bezeichnen. Diese 
Räume uns anschaulich vorzustellen, macht die Beschaffenheit un- 
serer Raumvorstellung unmöglich. Dennoch sind wir im Stande 
uns an der Hand ihrer analytischen Untersuchung über die Natnr 
ihrer Mafsverhältnisse so weit zu orientiren, dass wir die Gesetze 
der sinnlichen Wahrnehmung in ihnen. uns anschaulich zu coTistnii- 



' Es bedarf kaum der Hindeutung. dass die Verwertung, welche Zöllner 
den oben charakterisirten Erörterungen von Drobisch geben will i,Prinmpien 
einer ekktrodynamüchen Theorie der Materie. Leipzig 187 (i. I.Band. LBnch, 
S. LXX ff.' Jurcli Druliisch selbst in keiner Welse ijrovocirt worden ist. 
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ren vermögeü. Beltrami hat gezeigt, wie sich die gruiidlegeniieii 
Axiome der paeudosphärischen Geometrie im Innern einer Kugel 
unseres Ramnes abbilden lassen.' Helmholtz hat diese Verhältnisse 
dadm-ch näher bestimmt, dass er dargelegt hat, wie die Körper un- 
seres Raumes, iaJIs ihre Dimensionen sich bei jeder Ortsveränderung 
in besonderer Weise verschieben würden, unsere Mafsbestimmungen 
denen des sphärischen oder pBeudosphärischen Raumes congi-uent 
machen würden; er liat ferner nachgewiesen, wie die Mafsverhält- 
nisse jener Räume einem Beobachter erecLeinen müssten, der mit 
der Gewöhnung an diejenigen unseres Raumes gezwungen würde, 
in jenen Messungen auszuführen. * Wir haben auch aus diesem Grunde 
ein Recht, jene Ausgedehntheiten ebenfalls „Räume" zu nennen. 
Vollkommen genau dagegen lassen sich natürlich die analytischen 
Geometrien beider Räume entwickeln, deren Grandlagen wir schon 
bei Besprechung der entsprechenden Flächengruppen kurz ange- 
geben haben. Unserer ebenen Geometrie tiitt demnach eine sphä- 
rische und eine pseudosphärische* analytisch vollkommen gleich- 
berechtigt zur Seite, je nach der Form, in welcher die mafsgebenden 
Axiome von den geradosten Linien und den Parallelen zu Grunde 
gelegt werden. Die letztgenannte nun, die pseudosphäi'ische Geo- 
metrie, ist, wie Belti-ami nachgewiesen hat, keine andere als jene 
imaginäre oder absolute Geometrie von Bolyai und Lobatschewskj, 
die unter der Voraussetzung, dass die Winkelsumme im Di-eieek den 
Wert von zwei Rechten nicht erreiche, entwickelt worden ist.* Auch 
eine allgemeine Geometrie läsat sich demnach denken und analy- 
tisch ausführen, weiche lediglich die Constanz des Krämmungs- 
malses voraussetzt, von allen besonderen möglichen Werten des- 
selben dagegen abstrabirt. Die Lehrsätze dieser allgemeinen Geo- 
metrie lassen sich endlich noch dadurch weiter verailgcmeinern, 
dass man sie auf Ausgedehntheiten von n Dimensionen bezieht, so 



' Helmholtz, FopuUlre Vorträge. Heft III. Ö. 38. 

'' Hblhholtz, ebeu daselbst, S, 44, 49 u. S. 4(i f. 

^ Weniger geeignet ist es, dieBelbeii nach ]■'. Klein \,GöU. Anzeigen 
1871) parabolische, elliptische unil hyperbolische Geometrie zu nennen. 

* Die Bezeichnung derselben als imaginäre Geometrie ist ungerecht- 
fertigt, da keine Analogie zu den imaginären Gröfseii stattfindet, die Be- 
nennung als nicht-euklidische ist zu unbestimmt, die als absoliitp odnr Fan- 
gcometrie zn weit; unsinnig ist es, sie ■Astrai!a;eümetiit' zu nennen. 
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dass die kühne Conception einer höclisten Geometrie, die der jugend- 
liche Kant in seiner Erstlingsschrift vorahnend gebildet hat, zur 
Wirklichkeit wird. Dort nämlich sucht Kant S auch die empiriBtische 
Consequenz der neuen Theorie durch eine allerdings unhaltbare Ar- 
gumentation vorwegnehmend, zu zeigen, dass die dreifache Ausdeh- 
nung unseres Raumes eine Folge des mechanischen Gesetzes sei, 
demgemäfs die Intensität der Kraftwirkung dem Quadrat der Ent- 
fernung umgekehrt proportional ist. Hieraus nun folgei't er: „dass 
aus einem anderen Gesetz auch eine Ausdehnung von anderen Eigen- 
schaften und Abmessungen geflossen wäre." „Die Unmöglichkeit, 
die wir bemerken, einen Raum von mehr als drei Abmessungen uns 
vorzustellen," scheint ihm daher zu rühren, „weil unsere Seele eben- 
falls uEich dem Gesetz der umgekehrten doppelten Verhältnisse der 
Weiten die Eindrücke von di-aufsen empfängt und weil ihre Natur 
seiher dazu gemacht ist, nicht allein so zu leiden, sondern auch auf 
diese Weise aulser sich zu wirken." Unfehlbar aber wäre „eine 
Wissenschaft von allen diesen möglichen Raumesarten die höchste 
Geometrie, die ein endlicher Verstand unternehmen könnte." Un- 
sere wirkliche Geometrie ist demnach nur ein Spezialfall dieser all- 
gemeinsten geometrischen Änalysis, wie unser wirklicher Raum nur 
ein Spezialfall der n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit mit con- 
stantem Krümmungsmafs ist. 

Unsere Aufgabe, die Definition unseres Raumes zu finden, ist 
durch diese Erörterungen nunmehr gelöst. Beziehen wir dieselbe 
zunächst auf den Gröfsenbegriff desselben, so erhält sie die Form: 

Der Raum ist eine stetige Gröfee, deren Elemente durch 
drei unabhängige Variable eindeutig bestimmt siud und 
deren Krümmungsmafs den constauten Wert Null besitzt 

Wollen wir dagegen den RaumbegrifE als solchen defijiircn, den eben 



■ Känt's Wm-he, heratisgeffdi&n v. Hartenstein. Bajid I. Leipzig 18CT. 
S. 22 ff. Auf diese AeuTsetung hat zuerst Bibhl in seinem interessanten 
Werke Dei- philosophische Krüidsmits. Band I. Leipzig 1876. S. 257, in 
diesem Zusammenliange aufmerksam gemacht. Die Bemerkungen, mit wel- 
chen derselbe diese Citate begleitet, haben übrigens weder die Absicht, die 
mathematische Berechtigung der Riemann-Helmholtz 'sehen Untersuchung zu 
bestreiten, noch die Tendenz, ihre philosophische Bedeutung in Zweifel zn 
zlolion. 
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1 analytischen Merkmalen also ihre anschauliche Bedeu- 
tung zurückgeben, so müssen wir sagen: 

Der Raum ist eine drcifech ausgedehnte, in sich selbst 
congruente, ebene (unendliche) Maimigfaltigkeit 
Diese Definitionen bestimmen zugleich das einfachste und vollstän- 
dige System der Axiome unserer Raumvorstelluug, da diese nichts 
anderes sind, als jene Merkmale selbst ausgedi-ückt in den Coiistruc- 
tiousbegriffen der geometrischen "WisseJischaft. Sie bestimmen jedoch 
noch mehr, als blofs diese Axiome selbst, deiui sie machten es uns 
möglich, auch den Erfahrungsbedüigungen imchzuspüron, welche 
die Natur unserer Cougruenzbeziehungen bedmgen. Wir können 
diese Sätze als Postulatc unserer Raumvorstellung bezeichnen. 
Das gesuchte System der Axiome und Postulate ist demnach das 
folgende: 

Axiome der Geometrie Euklids. 

I. Der Iiauni ibt eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltig- 
keit. 
II. Der Raum ist eine in sich congruente Mannigfaltigkeit 
Postulate zum zweiten Axiom: 

1. Es existiren in sich feste Köi-per. 

2, Die festen Körpei- sind vollkommen frei beweglich. 
d Die festen koipci ^eiandem ihieDunensioueu durch 

eme Diehuitg um eme Rotationsixe nicht 
III Dei Raum ist eine ebene odei untndliclie Mannigfi,!- 
tigkeit, d h 
a Zwischen zwei Punkten de^, Räume? ist nui tme 

gerade Lame möglich 
b Die Summe dei Winkel tnu s gei idhm^en Du iciks 
betragt zwei Rechtr 
Dei Smu des letzten Axioms bedaif noch eiiiei niheien Ei- 
kläning Die beiden Satze, weli.-he den Inhalt desselben naher be- 
stimmen, sofein sie denselben luf die emtachsten Lonstmctions- 
begiiffe ubertiagen, charaktcniiien iinseie euklidische Geometiic 
in doppelter Weise Einerseits determinuen sit die Malsbeziehun 
gen deifelben im Ge^'^nsat? zu dem sphaiisrhen und pseudofphi- 
rischen Rium Dein <Hs Liste und d is /m itc Vxiwni lomiiid dUu 
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drei constant«n Geometrien — es sei gestattet, diese Abkürzung zu 
gebrauchen — in der gleichen Weise zu. Den ersten Bestimmungs- 
satz der Ebenheit, das Axiom von der geraden Linie, hat unsere 
Geometrie mit der pseudosphärisclten gemeinsam, er trennt sie da- 
gegen von der sphärischen; das zweite -isdom der Ebenheit, das 
weder der sphäi-ischen noch der ijseudospliärischen Geometrie zu- 
kommt, trennt sie auch von der letzteren. Beide Axiome der Eben- 
heit imterscheiden sich durch ihi-e verschiedene Bedeutung für die 
Mafsbeziehungen unserer Geometrie. Das erste liegt uumittelbar den 
Linienverhältnissen,daa letztere unmittelbEir den Winkelbestimmungen 
zu Grmide. Deshalb ist es zweckmäfsig, das Parallolemixiom in dei' 
oben gewählten Form aiKzusprechea, die, wie frübor schon ei'wäbnt, 
Legendi'e seinem vermeintlichen Lehrsatz gegeben hat. 

Hierdui'ch wii-d nun zugleich deutlich, in welchem Sinne bisher 
in der Tat von einer Lücke in den Grundlagen der Geometrie ge- 
redet werden konnte. Die spezifische Bedeutung des Parallelen- 
Axioms war unverstanden. Demi erstens hatte die Form, in der es 
von Euklid ausgesprochen war, den eigentlichen Sinn seiner Gel- 
tung als der Grundlage der Winkeiniessung nicht schai-f genug 
hervorgekehrt, daher auch die früh bemerkte Tatsache, dass nur 
die achtundzwanzig ersten Lehrsatze Euklids von diesem Axiom 
unabhängig sind, nicht recht gewürdigt wurde. So war seine Stel- 
lung iu dem System der euklidischen Geometrie selbst unbestimmt 
und verworren, um so mehr als seine Identität mit dem Lehrsatz 
von der Winkelsunime erst seit Legeudro allgemein anerkannt wurde. 
Ebenso wenig bestinunt war zweitens sein Gegensatz zu den sphä- 
rischen und psendosphärischen Maimigfaltigkeiteu, zu deren Theorie 
erst durch die bezüglichen Arbeiten von Gauss und Riemann der 
Grund gelegt wurde. Denn jetzt ei-st konnte es verständlich wer- 
den, weshalb alle Versuche, das Axiom zu eiiminiren, vorgeblich 
sein mussten, und weshalb es ebenso wenig gehngeu keimte, das- 
selbe auf das Axiom von der geraden Linie zurückzuführen. Auch 
der eigentümliche Umstand, dass Legendre beweisen keimte, die 
Summe der Dreieckswinkel könne nicht gröfser als zwei Rechte sein, 
während ihm der Beweis für den entgegengesetzten Satz nicht ge- 
lang, lässt sich jetzt erklären. Denn die erste Beliauptung, welclie 
unseren Kaimi von dem sphärischen trennt, liefs sich durch das 
Axiom von der gcnidcn Linie beweisen, auf d:is LogL^iidros Ablci- 
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tuiig in fler Tat reourrirt. Für die zwoitü Belianptung dagegen war 
eine solche Ableitung unmöglich, da das Axiom von der geraden 
Linie dem ebenen und peeudosphärischen Raum gemeinsam ist. 
Eine Lücke in dem Axiomensystem war demnach vorhanden, sofern 
der Zusammenhang heider Axiome hinsichtlich ihrer Bedeutung für 
den spezifischen Charakter unseres Raumes miorsichtlich war und 
überdies ihre verschiedenartige Geltung für die Entwicklung der 
euklidischen Geometrie in Folge der Form, die Euklid demselben 
gegeben hatte, unverstanden bleiben nausste. Eben diese Form ver- 
ursachte auch, dass die Beweisversucbe von voniherein falsche Wege 
einschlugen, da sich die Bemühungen, dem Axiom eine einfachere 
Fassung zu geben, mit jenen wesentlicheren Untersuchungen durch- 
kreuzten. In dem einen Fall also fehlte der notwendige Zusammen- 
hang, dort war er überdeckt. So kam es, dass auch Bolyais und 
Lobatschewskis Arbeiten erst anerkannt wurden, als die Gesichts- 
punkte füi' das Verständnis ihres eigentlichen Sinnes, der jenen 
Mathematikern selbst noch fehlte, durch die Abhandlungen von 
Riemann und Helmholtz gegeben war. 

Dieses Ergebnis verdeutlicht zugleich die eigentliche mathe- 
nuttisohe Bedeutung der letztgenannten Arbeiten, die in dem ent^ 
gegengesetztesten Sinne misvorstanden worden ist, Dass in ihnen 
eine „ephemere Torheit der Mode einer Generation" enthalten ist, 
deren „mathematischer Mysticismus sich aus der logischen Crudität 
von Gauss' Welt- und Lebensansichten" * erklärt, hätte nicht gesagt 
werden sollen. Denn erstens hat kein einziger der Mathematiker, 
die dieses Gebiet bearbeitet haben, je daran denken köimen, „die 
Sätze der bisher giltigen Geometrie zu leugnen", und zweitens zeigt 
sich auch nicht darin „die ganze Blöfse der Widersinnigkeit" dieser 
Theoreme, dass sie „neue Wahrheiten ihres Schlages zum Besten 
geben." Die Behauptung, „dass die Summe der Winkel eines gerad- 
linigen Dreiecks beliebig kleiner als zwei Rechte gemacht werden 
könne, sobald man nur die Seiten grofs geni^ nehme", wäre aller- 
dings „nicht blofs ein schlechter Spafs oder der Anschein eines 
Widersinns ..,, sondern ganz einfach eine mystische Bizarrerie", 



' Die folgenden Citate beziehen sicli auf DfHEiNßs Citrsus der VIdlo- 
Sophie. Leipzig 1874. S. 67 f , womit zu vergleichen desselben Kritische Ge- 
schichte der aJlgein. Princijiien der Mechanik. 1 , Aufl. Berlin 1869. S. 488 ff. 
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es ist jedocli weder bei Gauss iiouh bei einem seiner Niielifolger 
audi nur die Spur dieses Unsinns au finden. Die Möglichkeit, dass 
die WinkGlsumine eines (eben nicht in unserm Sinuc gerndlinigen) 
Dreiecks kleiner als zwei Rechte sei, bezeichnet nur den geometri- 
sdien Sinn bestimmter logisch entwickelter analytischer Beziehun- 
gen, der auf den räumlich construirbaren begi-enzten Stücken der 
pseudosphärischen Flächen auch anschaulich dargestellt werden kajin. 
Liegt in jenen Arbeiten somit nichts weniger als ein „Wissenschafts- 
skandal", so sind es doch auch nicht „höchst sublime Speculationcu, 
an welche sich eine Revolution, eine neue Epoche in der Mathe- 
matik anknüpft." '■ Unzweifelhaft zwar ist ihre Bedeutung nicht da- 
durch erachöpft, dass sie das Axiomensystem unserer Geometrie ab- 
leiten lassen. Sie geben den Principien der analytischen Geometrie 
und der analytischen Mechanik eine ungemein grofse und überaus 
fruchtbare Erweiterung, die zugleich dem speziellen -Teil derselben, 
der tatsächhche Anwendung in den Beziehungen der Körperwelt 
findet, helle Beleuchtung zu Teil werden lässt; nicht minder nutz- 
bringend wird ferner die Verallgemeinerung sein, welche die Arith- 
metik voraussichtlich erfahren wird, da die Begriffsbestimmungen, 
welche Gauss zu den complexen Gröfsen und Hamilton gegen Gauss' 
Erwartung^ zu den Quaternionen geflihi't haben, sich wol auch auf 
die Punkte n-fach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten übertragen lassen 
werden. Jedoch alle diese Verallgemeinerungen liegen auf dem 
Wege, den die mathematische Wissenschaft schon seit längerer Zeit 
eingeschlagen hat. Eine epochemachende Bedeutung kann ihnen 
deshalb nur insofern zukommen, als sie die Geueralisationen, deren 
Principien bereits von Gauss bei verschiedenen Gelegenheiten ent- 
wickelt waren, erheblich gefordert haben. Revolutionär in dem 

■ LiBBMAHB, PhiloB. Monatshefte. Bd. VII. S. 337 ff., wieder abgedruckt 
in dem entsprechenden Capitel seiner Sclirift Zur Analysis der Wirldicli- 
leit. Strafsburg 1875. 

* Gauss bemerkt am Sciilusae seiner Selbstaiizeige der zweiten Abliand- 
Itiiig über die . biquadrallschen Beste {Werke II. 178): „Der VerfaBser kat 
fiich vorbehalten, den Gegenstand, welcher iu der vorliegenden Arbeit eigent- 
lieh nur gelegentlieh berührt ist (d. i. die Theorie der complexen Zahlen 
künftig vollständiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum die 
Belationen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei 
Dimensionen darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik 
zulässige Aiteii von Grüfsen liefern können, ihre Beantwortung finden wird. 
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Siiuie, den Liebuitniii voi- Äugen liat, sind z. B, Gauss' Abhuiidlung 
über die krammen Fläclieii, sowie diejenigen über die biquadratischeu 
Reste, welche die Grundlagen der so fruchti'eicben Theorie der com- 
plexen Grölsen enthalten. 

Noch weniger aber, als diesen Urteilen dürfen wir der Meinung 
beistimmen, die Zöllner gelegentlich über die eigentliche Tendenz 
dieser Arbeiten ausgesprochen und in seinen neuesten Arbeiten in 
seltsam überraschender Weise zu bewahrheiten versucht hat. Der- 
selbe citirt in seinem mehrfach genainiten Werke über die Comoten 
die Schlussworte der Abhandlung Riemanns, welche den möglichen 
Einiluss der Arbeit desselben auf die ün^ostaltuug der newtonschen 
Weltauffassung andeuten, und knüpft hieran die Bemerkung, „dass 
diese und ähnliche Betrachtungen, welche die Bedeutung der ange- 
regten Fragen für misere Erkenntnis und Interpretation der Natur- 
erscheinungen so bedeutsam hervorheben, den Untersuchungen Rie- 
manns allein angehören." Erfindet: „derselbe erhebt sich hierdurch 
sehr bedeutend über das Niveau seiner Mitarbeiter, indem er uns 
eine Perspective der fruchtbarsten und tiefsten Speculationen über 
die Erklärbarkeit der Welt eröffnet.'" Diese Auffassung verrückt 
den Schwerpunkt jener Untersuchungen in wenig gerechtfertigter 
Weise. Dass der ei-ste und wesentlichste Zweck derselben ist, das 
notwendige und hinreichende Axiomensystem der euklidischen Geo- 
metrie darzustellen, ist von Riemaun mit ebe]i derselben Bestimmt- 
heit ausgesprochen worden, wie von Hehnholtz. Auch der weitere 
Zweck derselben kann deshalb nur sein, die Besonderheit der ebenen 
Geometrie durch ihren Vergleich mit den anderen möglichen Geo- 
metrien aufeuweisen und die allgemeinen Gesetze zu bestimmen, als 
deren Spezialfälle sich unser Raum- und unser Zahlensystem dar- 
stellen. Ob die Anwendung dieser Ergebnisse auf die physikalische 
Forschimg auch in dieser zu neuen allgemeineren Resultaten führe, 
oder gar eine Umwälzung unserer ganzen Naturauffassung zur Folge 
haben kann, darüber können nur die mechanischen Wissenschaften 
selbst entscheiden. Riemann selbst sagt, dass seine Theorie für diese 
Untersuchmigen nur eine negative Bedeutung habe, sofern sie dazu 
dienen könne, dass dieselben „nicht durch die Beschränktheit der 

.ffe gehindert und der Fortsclyitt im Erkennen des Zusammen- 

' ZöLLHEB, Ucher die Natur der Comekii.. S. 312. 
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hangs der Dinge nicht ilurch überlieferte Vorurteile gehemmt wird." 
Da demnach die Principicn der Entscheidung über jene physika- 
lischen, sowie selbatverständlich auch tiir die philosopliischcn Fragen 
auf ganz anderem Gebiete liegen, als demjenigen, das durch diese 
mathematischen Untersuchungen abgegrenzt ist, so folgt doch wol, 
d;i8s ihre wosentlicho Tendenz nicht durch jene Fragen bezeichnet 
werden kann. Ob aber ein gröfseres Verdienst darin bestand, auf 
jene möglichen Veränderungen in den Grundbegriffen unserer Natur- 
auffassung hinzuweisen oder mit vorsichtiger Zurückhaltung ledig- 
lich diejenigen Consequenzen darzulegen, welche unmittelbar und 
sicher aus den gewonnenen Et^obiiissen folgen, darüber hat die Zu- 
kunft zu entscheiden. Soviel wird jedoch aus dem früher Erwähn- 
ten nicht unwahrscheinlich geworden sein, dass diejenigen Umbil- 
dungen, welche bisher besonders von Zöllner selbst versucht worden 
sind, eher zu der Befürchtung Änlass geben, es sei eine gefahrliche 
Kühnheit des grofsen Mathematikers gewesen, auf jene Möglich- 
keiten in so unbestimmter Form aufmei'ksam zu machen. Üebrigens 
sei auch erwähnt, dass die übeiraschenden Speculationen Riemanns, 
die uns in seinen Werben aufbehalten sind, sich von den zügel- 
losen Phantasien, die an seine Aeufserungeu geknüpft worden sind, 
wesentlich unterscheiden und besonders in ihrem physikalischen 
Teil in engem Zusammenhang mit den neuerdings von Maxwell u. a, 
wissenschaftlich durchgefühi-ten Hypothesen über den Zusammen- 
hang der Naturkräfte stehen, die von Hypostasi rangen der Endlich- 
keit des Raumes oder seiner Ausdehnung nach vier Dimensionen 
durch jene tiefe Kluft getrennt sind, welche wissenschaftlich strenges 
Denken und phantastisch schweifendes Meinen stets geschieden hat. 
Diejenigen philosophischen Consequenzen, welche uns das ma- 
thematische Ergebnis dieser Arbeiten zur Bestätigung der ompiri- 
stischen Theorien darbietet, sind, wie das folgende Capitel ausfühi-on 
wird, weitaus bescheidener, aber in eben dem Mafse hoffentlich 
auch sicherer begründet. 



Hosted by 



Google 



DRITTES CAPITEL. 



PHILOSOPHISCHE CONSEttUENZEN, 

Alle unsere VorsteliungCMi sind als Zeichen fiir eine iils wirk- 
lii;h vorausgesetzte Gcsammtficit von Dingen Gegenstand ilcr beson- 
deren Wissenscliaftea, welclie die inhaltlich zusammengehörigen 
Gruppen derselben zu einem aystematisclien Ganzen zusammen zu 
fügen haben; sie sind als Vorstellungen zugleich Elemente dos Be- 
wusst^ins, deren gegenseitige gesetzliche Beziehiuigen zu erforschen 
Aufgabe der Psychologie ist, deren Bedeutung als Zeichen für die 
Verhältnisse der Dir^e selbst das Object einesteils der Logik, andrer^ 
seits der Erkenntnistheorie bildet. Eine jede Vorstellung kann dem- 
nach in vierfacher Hinsicht ein Gegenstand der wissenschaftlichen 
Forschung werden. Die besondere Wissenschaft beantwortet die 
Frage; welchen Inhalt hat die Vorstellung, welche systematische 
Stelle gebührt ihr daher in dem Ganzen unserer Erkenntnis? Das 
Problem der Psychologie lautet: welchen Ursprung hat die Vorstel- 
lung, welcher Zusammenhang verbindet sie demnach mit den übrigen 
VorsteUungen als solchen? Die Aufgabe der Logik besagt: welche 
Form hat die Vorstellung, welchen Wert hat sie deshalb für die 
formale Uebereinstimmung unserer Erkenntnis in sich selbst? Die 
Erkenntnistheorie endlich untersucht: welche Bedeutung hat die 
Vorstellung, welcher Wert also gebührt ihr für die hihaltliche Ueber- 
einstimmung unserer Erkenntnis mit sich selbst? 

Es ist ein Vorurteil, zu glauben, dass eines dieser Probleme 
unabhängig von den anderen gelöst werden kann. Die Bindeglieder 
der Wissenschaften sind so zahkeich und so fein, wie die Beziehun- 
gen der Dinge. Selbstverständlich zwar int. dass die Forecliiuigs- 
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motbodcii flieser verschiedenen Discipliuen nur in den allgei 
Pi-incipien übereinstimmen können, im besonderen aber durch die 
difforente Form der Fragestellung wesonthch bedingt sind; wahi- 
ist auch, dass das objective Problem vor den drei einander näher 
stehenden subjeotiven Problemen so weit selbständiger Behandlung 
gewaclisen ist, dass es im allgemeinen um vieles früher seiner ideel- 
len vollständigen Lösung nahe gebracht werden kann als jene, deren 
verwickeitere Beziehungen der Erforachung gröfsere Schwierigkeiten 
bereiten. Dennoch lassen sich in jedem zu allgemeinerer Geltmig 
gelangten Lösungs versuch, den eme jener Frage zu irgend einer 
Zeit erledigen sollte, die deutlichen Spuren nachweisen, die von den 
gleichzeitig angenommenen Lösuugsversuchen der übrigen herrühren. 

Dieser Zusammenhang aller Erkenntnisgebiete, der die Grenzen 
der Wissensdiaften nicht aufhebt, sondern nur ihre Variabilität do- 
cumentirt, ist auch in der vorbeigehenden Untersuchung zum Aus- 
druck gekommen. Die Bestimmung des Inhalts unserer Raumvor- 
stellung giebt uns Aufschlüsse über ihren Ursprung, ihre Form und 
ihre Bedeutung, nicht über jeden dieser Punkte im gleichen Grade 
und in derselben Weise, über jeden jedoch so viele und so bestimmte, 
dass es erforderlich wird, dieselben genauer zu eruiren. Auch hier 
wird es gegenüber der herrschenden Verwirrung notwendig sein, 
die einzelnen Fragen möglidist scharf von einander zu sondern, 
damit der Sinn ihrer Beantwortung möglichst eindeutig zum Voi^ 
schein' komme. Aus demselben Grunde wird es zweckmäfsig sein, 
die Gesammtbeit der erlangten Resultate zum Schluss zu den An- 
deutungen einer allgemeinen Theorie der Geometrie zu vereinigen. 

Die erste Frage, welche uns hier interessirt, ist die psycholo- 
gische Frage nach dem Ursprung unserer Raumvorstellungen, Der 
Gedankengang, der aus der obigen Erörtenmg die Stützpunkte für 
eine empiristische Theorie des Raumes hei-giebt, ist der folgende. 
Die analjftiscb berechtigte Erweiterung unseres GrÖfsenbegriffs vom 
Raum zu dem Begriff einer n-fach ausgedelinten Mannigfaltigkeit 
mit constantem Krümmungsmafs ^ beweist, dass sehr verschieden- 
artige Systeme von Gleichungen, die unserer analytischen Geometrie 
entsprechen, je mich den gewählten Fundamentalgleichungen ana- 



' Diese Erweiterung des Eaumbegriffes genügt für den vorliegenden 
Zweck. 
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lytisuli gloicli mÖglicli sind. Das System unserer gewohnten ann.- 
lytiadien Geometrie stellt einen besonderen Fall derselben dar; das- 
selbe ist überdies das einzige, dessen Gleichungen, geometrisch iuter- 
pretii-t, das System der Mafsbeziehungen unseres Raumes, kurz unsere 
euklidische Geometrie ergeben. Hieraus folgt, dasa diejenigen Merk- 
male unserer analytischen Geometrie, welche in den Grundlagen 
derselben dargestellt werden, durch die besondere Natur unserer 
Raumvoi-stellung bedingt sind. Die Axiome der Geometrie enthalten 
demnach die Merkmale des Raumbegriffs. Bis hierher ist der Bo- 
weisgang ohne Einfluss auf ii^gend eine der möglichen psycholo- 
gischen Hypothesen; denn die Frage, ob der Inhalt dieser Raum- 
vorstellung in nativistiachem Sinne a priori oder in empiristischem 
a posteriori erworben wird, ist noch gar nicht berührt. Jedoch die 
Axiome der Geometrie enthalteu nicht ausschliefslich Prädicate der 
VorstcUung des reinen Raumes, sondern zugleich bestimmte mechar 
nische Voraussetzungen über die Festigkeit und die Beweglichkeit 
der geometrischen Gebilde, Voraussetzungen, welche mit den ent^ 
sprechendeil mechanischen Begriffen vollkommen congruiren. Diese 
Voraussetzungen sind für die Geometrie notwendig, da sie das Fun- 
dament aUer ihrer Mafsbestimmungen bilden, in deren Entwicklung 
die Aufgabe der Geometrie im Grunde besteht. Daraus aber geht 
hervor, dass die Geometi'ie keine rein apriorische Wissenschaft, 
sondcrii die Wissenschaft von den empirischen Mafsbestimmungen 
unseres Raumes ist. Diese Raumvorstelluug selbst endlich ist eben- 
falls keine apriorische Vorstellung in rationalistischem Sinne. Denn 
würde sie in der Tat unabhängig von aller Erfahmng durch die 
spontane liraft der Seele erzeugt, wäre sie auch nur die allgemeine 
Anschanungsform der Receptivitat gegen die äuTseren Dinge im 
Sinne Kants, es müsste unmöglich sein, dass wir uns die Vorstellun- 
gen anderer dreifach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten mit abwei- 
chenden Mafsbestimmungen anschaulich bilden konnten. Nun aber 
haben Hehnholtz' oben besprochene Untersuchungen gezeigt, dass 
wir tatsächlich „aus den bekannten Gesetzen unserer sinnUchen 
Wahrnehmungen die Reihe der sinnlichen Eindrücke herleiten kön- 
nen, welche eine sphärische oder pseudosphärische Welt uns geben 
würde, wenn sie existirte." ' Da demnach andere Erfahrungen den 



Pvimlnn- Vorträge. Heft III. ö. 48. 
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Inhalt uii'^eiei Rauinvoi Stellungen cbciiftiils veidndein wuiJen. so 
ergiebt sich, ddss unseio Raumaiiac hauung nuht unabhängig von 
aller Eilahrung gegeben sem kaun. dass sie eine empinsohe Vor- 
stellung sein muss 

Der gegenwärtig noch nicht geschlichtete Streit der Psycho- 
logen und Physiologen übpr die Notwendigkeit einer nativistischcn 
oder einer empiristisclien Raumtheorie macht es erforderlich, etwas 
genauer darzulegen, in welchem Sinn das Ergebnis unserer bisheri- 
gen Betrachtungen als ein empiristisches aufzufassen ist. Es kann 
nicht misverstanden werden, daas wir die Ucberlegungen darüber 
mit allgemeinen, metaphysischen Bemerkungen über den Begriff der 
Wechselwirkung beginnen. In der Tat kann sich keine Wissenschaft 
solcher metaphysischer Voraussetzungen in den Grundbegriffen er- 
wehren; am wenigsten aber die Psychologie, so lange der unbe- 
zweifelbaro, durchgreifende Zusammenhang der psychischen Tätig- 
keiten mit den Bewegungsvorgängen nur durch jenen rätselhaften 
Gegensatz angedeutet werden kann, der für unser gegenwärtiges 
Wissen die Welt des Bewusstaeins von der Welt der Bewegung 
scheidet. Selbst innerhalb desjenigen Kreises der psychischen Vor- 
gänge, die zur Zeit der naturwissenschaftlichen Forschung zugäng- 
lich sind, treten solche Voraussetzungen als Hemmnisse der gleich- 
mäfsigen Entwicklung auf; sind sie es doch fast allein, die den 
Streit zwischen den eben genannten Theorien so unliebsam in die 
Länge ziehen. Es ist deshalb notwendig, mit dieser innerhalb so 
weiter Grenzen stetig veränderlichen Gröfse sorgfältig zu rechnen. 
Es sind überdies nicht zweifelhafte Verallgemeineinngon irgend 
welcher für ein besonderes Gebiet erprobter Gesetze des Wirbens, 
die uns zur Stütze dienen sollen, sondern einfache Wahrnehmungen 
über das Verhältnis beider Klassen von Vorgängen, die seit den 
Zeiten von Leibniz und Locke die gemeinsame Grundlage alles ver- 
ständigen Philosopbirons gebildet haben. Die erste dieser Annah- 
men, dass die psychischen Tätigkeiten, die unsere Vorstcllungs- 
bildung bedingen, von den Bewegmigsvorgängen der körperlichen 
Welt spezifisch verschieden seien, ist erst neuerdings von hervor- 
ragender naturwissenschaftlicher Seite mit einem Nachdruck betont 
worden, den wir für unsem vorliegenden Zweck nicht anwenden 
■wollen, der überhaupt wol die allgemeinen Schranken unseres Er- 
kennens dpn besonderen Grenzen unseres augenblicklichen Wissens 
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näher aupasst, als sachlich gerechtfertigt ist. Nur den alten leib- 
iiizischen Gedanken wollen wir benutzen, dass die Gesetze des Vor- 
ateilungsverlaufs, seines Ursprungs und seines iiiuei-en Zusammen- 
hangs allen mechanischen Erklärungen absoluten Widerstand leisten. 
Nicht einmal den hesondei"en Erklärungsversuch wollen wir in An- 
spruch nehmen, den Kant durch seine Auflösung des alten meta- 
physischen Gegensatzes in die Beziehungen des innem und aufseru 
Sinns für diese unzweifelhafte Tatsache gegeben hat Wir setzen 
demnach nur voraus, dass keine, auch nicht die mechanisch voll- 
kommenste Einsicht in die Bewegungsvorgänge der Gehimmassen 
uns zur geringsten Erkenntnis der psychischen Beschaffenheit der 
Vor Stellungsgesetz führen könnte, dass wir immer nur Bewegung 
aus Bewegung, nie Bewegung aus Voi-stellung abzuleiten vermögen. 
Auch der zweiten fiir unsere Zwecke notwendigen Vorauseetzmig 
bedürfen wir nicht in der Form, wie sie von den Physiologen gern 
dargestellt und von den Psychologen bereitwillig zugestanden wird. 
Denn so wahi'scheinlich es ist, dass trotz jener absoluten Ver- 
schiedenheit beider Gebiete jeder Vorstellungsverlauf, der abstrac- 
teste nicht ausgenommen, an ihn begleitende Bewegungsvorgänge 
im Centralorgan gebunden ist, so genügt uns doch hier die natui-- 
wissenschaftlich fest begründete Aimahme, dass allen unseren Wahr- 
nehmungsacteii sowie den unmittelbar mit ihnen verbundenen psy- 
chischen Tätigkeiten Molecularbewegungen im Gehirn voraufgehen 
res]}, folgen oder etwa zur Seite gehen 

Aus diesen beiden Voidersatzen ergiebt sich, dass alle unseii 
Anschauungen äuiserer Dinge und Veihaltnibse Pioducte emei 
Wechselwirkung sind, deren Bedingungen teils in dei gleichviel 
bestimmbaren Beschaffenheit der Dinge, teils m dem Wesen dei 
psychischen Voi^änge begründet hegen lieber die Art und Weisi 
d ese W chselvtTikung sm 1 w voll gei U Aenntn s aus seuiej 
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wir ihnen zuschreiben, nichts anderes sind als Resultate einer 
Wechselwirkung, deren eines Glied, die Beschaffenheit unserer see- 
lischen Tätigkeiten, wir als selbstverständlich voraussetzen. Diese 
von Helmliolz^ mit glücklicher Präcisioii auch in dem Reich der 
Naturwissenschaften eingebürgerte Ueberzeugung erfolgt jedocli aus 
diesen Betraclitungen um nichts sicherer, als eine zweite, deren 
allgemeiner Inhalt nach Kants Untersuchungen unveräufserliches 
Eigentum der Psychologie hätte bleiben sollen. Auch die Forme]! 
nämlich, in denen sich jenes Erapfindungsmatenal ordnet, die räum- 
lichen nicht mehr und nicht anders als die vorstandesmäfsigen, 
können nur ein Zeichensystem für die Verhältnisse nnd Beziehungen 
der Dinge sein. Von den Consequenzen dieser Auffassung hinsicht- 
lich des Begriffs der Apriorität, sowie des Verhältnisses der An- 
schauungsformeii zu den Kategorien sehen wir au dieser Stelle ab, 
um dieselbe für die Raumvorstelluiig, deren Betrachtung uns allein 
obliegt, noch etwas eingehender zu begiünden. Daas unsere räum- 
liche Auffassung kein unmittelbares Abbild entsprechender objec- 
tiver Raumverhältnisse sein kann, braucht nicht mehr bewiesen zu 
werden. Die physiologische Untersuchui^ kommt nicht minder sicher 
als die psychologische Analyse zu dem Ergebnis, dass kein Pi'ocess 
im Centraloi^an gedacht werden kami, der den Spiiing von den 
beobachtbaren extensiven Erregungen zu der intensiven Vorstellungs- 
bildung überflüssig machen könnte. Dies macht begreiflich, dass 
die Erklärung des psychologischen Ursprungs der Raumvorstellung 
von der Voraussetzung einer räumlich ausgedehnten Welt von Dingen 
vollkommen unabhängig ist, wenn auch aelbstverstandlieh nicht ge- 
leugnet werden soll, dass irgend welche Anlässe, die unsere psy- 
chischen Tätigkeiten zur Entwicklung der Raumvorstellung treiben, 
in den Beziehimgen der Dinge selbst vorhanden sein müssen. Dass 
diese Anlässe aber nicht selbst in räumlichen Beziehungen bestehen 
können, folgt allein schon daraus, dass wir die Empfindungen 
räumlich gruppiren. Schon der GedaJike, dass eine und dieselbe 
Raumform einerseits die Beziehungen der Dinge vermitteln soll, 
andererseits aber auch die Ordnung der von jenen Dingen vollkom- 
me]! dispai'aten Empfindungen bewerkstelligen muss, erscheint wider- 



' Helmholtz, Physiologisch'' Optih. S. 449 ff.. 4.')3; Pnjnih'h-e Vorträge. 
Iloft II. S. .'i4 f., lij. W, 2üS. 
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sprechend in sich selbst. Der Widerspruch tritt noch greller hervor, 
sobald wir überdies überlegen, dass diese Form als Anschauungs- 
form unserer Empfindungen wie diese selbst nur das Product einer 
Wechselwirkung sein, also aufserhalb dei'selben als die Foiin einer 
Reihe der wirkefiden Elemente nicht in der gleichen Weise existiren 
kann. Das ganze Problem mht also auf der Subjectiirität der Em- 
pfindungen. Wird diese zugestanden, und es ist nicht mehr mög- 
lich, sie in Zweifel zu ziehen, so folgt auch die Subjeetivität der sie 
verbindenden Formen, speziell unsei-er Raumvorstellung, Wir dür- 
fen deshalb sagen, es sei nicht widerspruchsvoller zu fragen, ob die 
Dinge wirklich im Räume seien, als es für möglich zu halten, dass 
die sinnlichen Qualitäten Eigenschafton der Dinge selbst seien. 
Gegen dieses auch dem wissenschaftlich gebildeten Bewusstsein noch 
immer so widerstreitende Ergebnis scheint zwar ein Ausweg offen 
zu stehen, wie er durch Helmholtz' Trennung der reinen Form des 
Raumes von dem empirisch gegebenen Inhalt desselben, den Mafs- 
beziehungen und der Bestimmtheit nach drei Dimensionen ange- 
deutet ist. Demi es bleibt dami eine Art Reihenform übrig, deren 
Uebertragbarkeit anf die Zeitvorstellung zu dem Schluss füliren 
könnte, dass diese reine Foim nicht ein Proctuet, sondern die Gnmd- 
lage der Wechselwirkung zwischen Bewegungsvorgängen und psy- 
chischen Tätigkeiten sei, da es in der Tat, wie mir scheint, eine 
noch nicht ausgemachte Frage ist, ob das Substrat der Zeitvorstel- 
lung nicht auch als eine Form der Dinge gedacht werden müsse. 
Doch auch diese Argumentation wird von dem Einwand niclit frei, 
dass jene reine Form nur eine Äbstraction unserer Raumvorstellung 
ist, welche die Empfindungen ordnet, und deswegen ihren urspriing- 
lich psychischen Charakter, der sie von den Dingen trennt, nie ver- 
lieren kann. 

Wir halten deshalb an dem oben entwickelten Begriff eines 
materialen und formalen Zeichensystems fest. In dem Begriff des- 
selben liegt nicht blofs, dass es in allen seinen Beziehungen von 
den Verhältnissen der Dinge, die es wiedergebe, vollständig ver- 
schieden sei, sondern nicht minder auch, dass es alle jene Verhält- 
nisse treu in seiner Weise zur Dai-stellung bringe. Dasselbe ver- 
langt Con-espondenz zwischen den Vorstellungen und den Dingen 
in derselben Weise wie es ihre Congrnenz ausschliesst. Doiui jene 
Wechselwirkung bodingt auch, dass in unseren Vorstcllungmi koiii 
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Element vorhanden sei, das nicht durch cntspreeliende Elemente 
in den Dingen selbst erst hervorgerufen wäre. Auch hier also tritt 
ein wenig beachteter Pai-allelieratis zwischen den Empfindungen und 
den sie formenden Elementen hervor; denn die letzteren weisen 
nicht mehr und nicht weniger als jene auf entsprechende Beziehun- 
gen der Dmge zurück. Diese üebereinstimmung braucht jedoch 
keine so absolute zu sein, wie jene Vcrsciiiedenheit; es ist wol mög- 
lich, und die physiologische Forschung bat dies fiir den speziellen 
Fall des Gesichtssinnes nur bestätigt, dass nicht alle jene Beziehun- 
gen, deren Existenz in den Dingen wir voraussetzen müssen, in un- 
seren Vorstellungen unmittelbar zu entsprechender Bezeichnung ge- 
langen. Deimoch dürfen wir insofern von einer vollkommenen Cor- 
reapondenz zwischen beiden reden, als jene Abweichungen doch so 
gesetzmäiaig sind, dass wir sie wissenschafthch zu conetruireu ver- 
mögen. Fassen wir diese Andeutungen in ein Resultat zusammen, 
so dürfen wir behaupten; üüe unsere anschaulichen Vorstellungen 
correspondiren den Dhigen nicht weniger vollkommen, wie sie von 
ihnen in allen ihi-en Elementen absolut vei'scliieden sind. Jeder 
Teil dieser Vorstellungen daher, Lbre Materie wie ihre Form, ist 
a priori, sofern die psychischen Tätigkeiten, die sie erzeugen, in 
Betracht kommen; jeder dieser Teile aber ist zugleich empirisch 
oder a postermi, sofern auf die Bedingungen gesehen wird, welche 
seine Auslösung veranlassen. Dass wir diese Bedingungen nur in 
der Form unseres Wissei^ zu erkennen vermögen, ist selbstverständ- 
lich und für unsem vorKegenden Zweck gleichgiltig. Der Gegeii- 
satz zwischen dem Apriorischen mid dem Empirischen in unseren 
Vorstellungen ist deshalb kein Gegensata verschiedener Vorstellungs- 
gruppon oder ihi'es Bildungsprocesses, sondern es ist ein Gegensatz 
der Betrachtungsweise, der die beiden übei'all notwendig zu suppo- 
nii'cnden Seiten jenes Procosses zur Dai-legmig bringt. In .diesem 
Sinne sind z, B. die Begriffe der Materie und der Kraft der empi- 
rische Ausdi'uck des apriorischen Causalitiitsprindps, und der Be- 
griff der Trägheit, um auch ein spezielleres Beispiel zu gebrauchen, 
der empirische Ausdruck des Satzes vom zmeichendeu Grunde. 

Wemi wir nun diese Gesichtspunkte zur genaueren Cliai-akte- 
riairung der oben entwickelten Ansicht verwerten, wonach die ßaum- 
vorstelluug eine empirische ist, so folgt erstens, dass es nicht unsere 
Absicht sein koimte, den Inh^ilt dieser Vorstellung als einen durch 
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die Effahning irgend wie gegebenen hinzustellen. Sie ist vielmehr, 
sofern sie durch psychische Vorgänge erzeugt worden ist, ein dem 
Bewusstßeiu eigentümliches Besitztum. Die Raumvorstellung in uns 
könnte nicht entstehen, wenn nicht eine besondere Disposition un- 
serer seelischen Tätigkeiten vorhanden wäre, bestimmte Gruppen 
äufserer Reize gerade räumlich zusammenzufassen. Ihre Entwick- 
limg hängt von der Beschaffenheit der Bewusstseinavorgange nicht 
minder ah, wie von der Natur der Dinge. Unsere ßaumanschauung 
ist demnach in diesem Sinne eine apriorische Vorstellung. 

Trotzdem aber dürfen wir der entgegengesetzten Behauptung, 
dass unsere Raumanschauung eine empirische sei, in anderer Hin- 
sicht mit demselben Recht zustimmen; denn sie ist als Product 
jener Wechselwirkung zwischen den Dingen und unseren psychischen 
Tätigkeiten eben auch in jedem ihrer wesenthclien Merkmale be- 
dingt durch die Beschaffenheit der Reize, welche jene Tätigkeiten 
auslösen. Sowol für die Ausdehnung unseres Raumes nach drei Di- 
mensionen und seine Unbegrenztheit als auch für seine Stetigkeit, 
sowie endlich auch für deji besonderen Wert seines Kriiinmungs- 
maJses müssen besondere Anlässe in den Erregungen liegen, welche 
die psychische Entwicklung der ßaumvorstellung hervorrufen. Un- 
sere Anschauungsform der von uns verschiedenen Dinge würde eine 
andere werden, sobald die gegenseitigen, von ihrer besonderen Be- 
schaffenheit unabhängigen Beziehungen der Dinge, die dieser Foi-m 
entsprechen, sieh verändern würden. Unsere Raumvorstellung ist 
also nicht unabhängig von den Dingen, sondern mit den Beziehungs- 
foi-men derselben auf ebenso enge Weise verknüpft, wie mit der 
Natur uoiseres Bowusstseins. Sie ist in diesem Sinne daher eine 
empirische Vorstellung, deren Beschaffenheit durch entsprechende 
Wahmehmungsreihen in der Weise geändert werden könnte, wie 
wir früher, bei Besprechung ihrer Congruenz in sich selbst und ihrer 
Unendlichkeit, naher ausgeführt haben. Mit vollem Recht kann 
deshalb auch die Frage aufgeworfen werden, wie beschaffen wir 
jene Anlässe voraussetzen müssen, damit die tatsächlichen Merk- 
male unserer Raumvorstellmig erklärhch werden, wenn die aprio- 
rische Disposition zu ihrer Bildung als gegeben angenommen wird. 
Solche Untersuchungen sind sowol von philosophischer als audi von 
physiologischer Seite het geführt worden. Besonders die dreifache 
Ausdehnung hat den Anla-ss zu mancherlei seltsaiuiMi SpceubtioiHHi 
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hergegeben. Jodoch auch für dea cigentümlicheü Charakter des 
Aufsereinander und für die Continuität hat man empirisdie Erklär 
ruiigsgriiiide zu finden gesucht, ja selbst fiir die Unbegrenztheit 
lassen sich aus Hei'barts Keihentheorie Erklai'ungsansätze ableiten. 
Wir müssen uns jedoch versagen, auf diese Versuche hier näher 
einzugehen; nur einen von ihnen, der unser Gebiet unmittelbar be- 
rührt und überdies in der Gegenwart ein besonderes historisches 
titeresse in Anspruch nimmt, wollen wir in der Kürze besprechen. 
Es ist dies der bereits oben erwähnte Versuch Kants aus seiner 
ersten Schrift, den „Gedanken von der wahren Schätzung der leben- 
digen Kräfte", die dreifitche Ausdehnung daraus herzuleiten, dass 
die Intensität der Gravitationskraft dem Quadrat der Entfenmiig 
umgekehrt proportional sei. Es ist wol nicht überflüssig, die leicht 
erkennbaren Mängel dieses Beweises, dessen Grundgedanken noch in 
der jüngsten Zeit auch für das wunderliche Bemühen, die objective 
Reahtät des Raumes darautun, verwendet worden sind, mit wenigen 
Worten aufzudecken. Es ist zwar geometrisch imzweifelhaft richtig, 
dass sich die Wirlcung aller bekannten, anscheinend in die Ferne 
wirkenden Kräfte auf eine Kugelfläche verteilt denken lässt, deren 
Inhalt dem Quadrat des Radius proportional ist; und ebenso sicher 
ist, dass, wenn mau die Principien dieser Construction auf Aus- 
gedehntheiten von zwei oder vier Dimensionen überträgt, die Wir- 
kungen den einfachen Entfernungen resp. ihrer di-itten Potenz um- 
gekehrt entsprechen müssteu. Jedoch in dieser Uebertraguiig liegt 
eine Diallele, da eben das die Frage ist, ob wir in jener Construc- 
tion der KugelMche melu" sehen dürfen, als eine geometrische Ver- 
anschaulichniig eines mechanischen Gesetzes, die in keinem not- 
wendigen Innern Zusaromenhang mit demselben steht. Darüber 
aber können wir aus den Mitteln unserer Erfahi-ung zu keiner Ent- 
Scheidung kommen; denn erst dann würden wir ein Recht haben, 
eine bestimmte bejahende oder verneinende Antwort zu gehen, wejin 
uns entsprechende Beobachtungen in einer zweifach oder vierfach 
ausgedehnten Welt von Körpern zeigten, ob die Intensitäten der 
Wirkungen dort den Entfernungen selbst oder ihren Kuben umge- 
kehrt propoi^ional würden. Dass wir im Stande sind, unter Voraus- 
setzung solcher Hypothesen in sich cousequentß mechanische Systeme 
für die Flächen und die Mannigfaltigkeiten von vier Dimensionen 
abzuleiten, tut dieser Foi'derung natüi'Hch keinen Eintrag. Ueber- 
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dies aber müssen wir beachten, dass jenes mecbanische Gesetz nicht 
denselben Grad inductiver AUgemeinlieit besitzt, den wir der drei- 
fachen Ausdehnung zuschreiben dürfen. Die physikalischen Beob- 
achtungen machen es zwar zur Gewissheit, dass dasselbe für alle 
sogenannten Femwirkungen der bisher ermittelten Kraftbeziehungen 
giltig ist, aber diese Gewissheit reicht über das Gebiet der bisher 
untersuchten Bewegungsvorgänge nur als eine Forschungsmaxime 
hinaus, die durch entgegengesetzte Experimente aufgehoben werden 
kam). Hier ist also die Sicherheit in den Grenzgebieten nicht di(^ 
selbe wie im Felde der Beobachtung. 

Anders verhält sich dies mit den empirischen Gründen für die 
Mafsverhältnisse »mseres Raumes. Riemann zwar, der diese Frage 
zuerst aufgeworfen hat, gelangte mit Hilfe der Bemerkung, dass bei 
den stetigen Maimigfaltigkeiten das Princip ihrer Mafsverhältnisse 
nicht schon in ihrem Begriff enthalten sei, nur zu dem nicht ganz 
durchsichtigen Dilemma^: „Es muss also entweder das dem Raum 
zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, 
oder der Grund der Mafsverhältnisse aufserhalb, in darauf wirkenden 
bindenden Kräften gesucht werden," Hehnholtz dagegen ist es ge- 
lungen, wenigstens die Congruenzbedingungen in den meclianischen 
Postulaten der Existenz fester, absolut beweglicher und durch eine 
Drehung um sich selbst unveränderlicher Körper nachzuweisen. So 
weit sich ohne analytische Discussion ein Urteil fallen lässt, scheint 
ein entsprechendes Postulat für die Ebenheit des Raumes in der 
Wahraebmmig zu liegen, dass die Richtung eines bewegten Kölners 
innerhalb der Gi'eiizen unserer Erfahrung als vollkommen unab- 
hängig vom Orte desselben angesehen werden kann. ^ — Noch von 
einer andern Seite her lässt sich dieser empirische Zusammenhang 
unserer Mafsbestimrauiigen mit den mechanischen Hypothesen über 
die Festigkeit und die Bewegungsformen der Körper dartun. R. Lip- 
schitz hat gezeigt, dass auch die Begriffe der Mechanik sich den so 
erweiterten Vorstellungen über die ausgedehnten Mannigfaltigkeiten 
anpassen lassen, sobald man den Ausdruck für das Lineai-element, 
der für unseren Raum gilt, in der fiiilier angedeuteten "Weise ver- 
allgemeinert. Denn unter dieser Voraussetzung bleiben die allgc- 

' BiEMABN, a. a. 0. 111. § 3. 

* Man vgl. ItiEiiAMs, a, a. 0. II. § "). 
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meiuen für das Problem der Mechanik ^ gefundenen Ergebnisse be- 
stehen und haben insofern die Eigenschaft, von den tatsächlich gel- 
tenden Voraussetzungen über das Mafs des Linearelements und der 
lebendigen Kraft unabhängig zu sein. 

Diese Erörtermigeti machen deutlich, in welchem Sinne die 
mathematische Theorie dem psychologischen Empirismus Bestätigung 
gewährt, Deimoch ist es bei der herrschenden Verwirrung der Ur- 
teile über die Tragweite dieser Theorien geboten, die Entwicklungen 
ihrer hervorragendsten Vertreter mit den gegebenen Andeutungen 
in Beziehmig zu setzen.^ 

Die Uebereinstimmung unserer obigeji Erörterung, dass die 
ßaumvoi"stellung ti'Otz ihres empirischen Charakters in bestimmter 
Hinsicht auch als eine apriorische zu bezeichnen sei, mit der Lehi'e 
Lotzes, dessen Schsirfsiun wir die erste klare Untersuchung der hier- 
her gehörigen psychologischen Fragen verdanken, bedarf keines ein- 
gehenderen Nachweises. Schon in der Medicinischen Psydiologie 
hat er ausdrücklich erklärt ^ dass er die Theorie der Localzeichen, 
deren Urheber er ist, keineswegs dazu benutzen wolle, „die Fähig- 
keit der Seele, Raum überhaupt anzuschauen, oder ihre Nötigung 
abzuleiten, das Empfmidene in diese Änschaumig aufzunehmen." Er 
setze vielmehr- voraus, „dass es in der Natur der Seele Motive giebt, 
um deren willen sie einer räumlichen Ansehauungsform nicht nur 
fähig ist, sondern auch zu ihrer Anwendung auf de]i Inhalt der 
Empfindungen gedrängt wird." Die Localzeichen sollen daher „nicht 
der Seele, die an sich weder Neigung noch Fähigkeit zu räumlicher 
Anschauung hätte, beide einilöfsen, sondern sie sollen ihr, die ihrer 
Natur gemäfs zu räumlicher Entfaitmig ihres intensiven Inhalts 
drängt, Mittel sein, diese ihre allgemeine Vorstellungsweise in Ueber- 



' LiPSCHiTZ iJHteisitcliutig einen PioUema dei Vanutjonsrechnung in 
iBelchem das Pioblan dei Mechanik enfhaJten saS in Botckaidts Jouuial 
Bd 74 S 120 Daselbst smd andere beztigliclie Abhandlungen von demsel 
ben \eitasaer und ton Schesino Litirt 

E« set erwähnt dass aucli Hilei in '^emei mehi erualinten tiitei 
essanlen 'ichiift die empu'iSLhe ^alur der Raum Vorstellung und der geome 
tnschen Wissenschaft lebhaft letont hat 
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j niffen \oistelluT ^ krtist, ontlij,Iteii sollfu weldie kuits erkei nhis 
theoietischp ÄuhfiihruntiLn h hciisthen Helmlioltz liat es bestimmt 



au der rationalisti>:chcn Fassung tc thilt lerz ifolge diejenige Erkenntnis, 
& priori ist die sclilecliterding'- ton allei Erfahrung uiiabbiingtg statt 
hndel Diete absolute Apnoritdt betrifft zun ichst zwar nar die allgemeine 
Raum voi Stellung sowie die allgemeinen Verstandesformen aber sie macht ea 
doch unmöglich für die besondere laumliche Gei^taltung oder für die c n 
crete Gesetzmifsigkeit einzelner Naturvorgange den Einfluss dei Erfahrung 
bestimmt zur Hilfe zu rufen Denn die Erfahrung heiert in allen diesen 
Fallen lediglich die fui sich ungeordnete fcrmlnse Mateno Ware es mug 
lieh dass auch die Besonderheit dei Foimung von der Art des begeben 
sems abhmge so musste Kant nicht blofs zu(,eÄteheD dass das transcenden 
tale Object d i das Ding an sich als wirkende Ursache anzusehen sei 
sondern er mllsste au h einiaimen es afflcire unsete Sinne so dass sie die 
Verstellungen von Raum Mateiie und Gestalt bekommen Er müsste sogar 
zu dei Behauptung kommen dass wir diesen Ohject allen Umfang unl Zu 
sammenhang unserer möglichen ■Wahrnehmungen zusi,hieiben musst n Nun 
Bind alle die'^e Behauptungen aüeidiags von Kant seibat gelef,entlich wtit 
lieh aasgesprochen worlen je loch nicht minder lestimmt und weit mehr 
ausgeführt flnlen sn,h in der Kritik der reinei \Lrnunft Eiorterungen 
welche jeden torml esümmenden Emfluss der Dinf,e an sich resp des durch 
sie gegebenen Stoffes im Zusammenl ang mit der rirundlaf,e der Analytik 
vollständig negliPn Dies beweisen \or allem die Ausführungen der De lue 
tion am deutlichsten diejenigen der ersten Autlage denn in alten diesen 
wird der tranacendentaie Gegenstand eben weil seme Bedeutung für die 
Einheit und den Zusammenhang der Erkenuti i erklärt werden soll zu 
Grünsten der trän sc ende ntaleu Einheit ehmiuut weil er für uns niihts ist 
Denselben Gedankengang wiederholt die Eititeiung über len Btgiifl dei 
Causalität sowie dei Abschnitt über die Phanomena und Noumena heson 
ders in der ersten Auflage) endlich lUe jene zahlieiehen meist rem idea 
listisch interpretiiten Aeufserungen welche die tianscen lentale Inwissen 
beit über die Existenz und die Be=chiffenheit des Dinges an sich z m 
Ausdruik bringen Diesei unversöhnliche Zwiespalt in der Lehn, kints 
macht alle diejenigen Austuhmngen welche für die Theorie det Localisa 
tion verwertet werden konnten überall da wo ihr Zusammenhang mit den 
Lehren der modernen &inneaphysiologie hervortreten müaate ^anz unzurci 
elend und lückenhaft Sowol m der Lehre Mim empinschen Olject als 
aich n der Unters ichung dei Wahrnehmung'! und Erf ah rung6ur teile sowie 
endlich in den einzelnen Bemerkungen ubei das Verhältnis loa Aprioritat 
und Äpostenorit^t in den Natuigesetzeii kommt dies zum Vorschein Da 
diesei fundamentale Widersptuch in den Grundbegriften det Systems durch 
die historische Unteisuchung erklait wud welche zeigen kann dass fui 
Kant urspruiMirh die ganze Eeihe lieser Probleme freml war so witd 
be redliü da s ei d esc Fug i ul erall d^ tt r ieu Kc n seuiei ( e 



Hosted by 



Google 



- 103 — 

geiius erkliii't, dass er obfiiiso wie Lotze die rein psyeliologiscbe 
Frage nach dem apriorischen Grunde unserer Raumvorstetlung als 
nicht zu seinem Thema gehörig abweisen müsse. In der Abhand- 
lung über „die neueren Fortschritte in der Theorie des Sehens" 
bemerkt er: „da wir es hier nur mit dem Gesichtssinn zu tun 
haben und der Tastsinn zur vollstündigen Hervorbriiigung dor Raum- 
anschauung genügt, so können wir zunächst die letztere in ihi'eu 
allgemeinen Zügen als fertig gegeben voraussetzen und uns darauf 
heschränkon, zu untersuchen, wo die Uebereinstiinmung zwischen 
den Raumansii'hauiingen des Gesichtssinns und des Tastsinns her- 
rührt. Genau in demselben Sinne spricht sich das Schlusscapitol 
der Optik aus. Die Frage, „wie es bei den gegebenen sinnlichen 
Perceptionen überhaupt zur Rauraanschauung kommen könne," wird 
in der „Physiologischen Optik" selbst gar nicht berührt. Nur die 
Abhandlung geht näher auf dieselbe ein. Dieselbe wirft die Frage 
auf: „Können wir nun die Bewegungen unserer Hände und Augen 
als Raumänderungen erkennen, ohne dies vorher zu wissen, und von 
anderen Aenderungen, welche die Eigenschaften der Dinge betreffen, 
unterscheiden?" Helraholta bejaht diese Frage, da die Raumbezie- 
hungen die einzigen veränderlichen Beziehungen zwischen den Sub- 
stanzen sind, die unabhängig sind von der Masse und der Qualität 
derselben. Die Verschiebungen dei- Bilder auf der Netzhautfülche 
z. B. können in gleichem Sinne wiederholt werden, gleichviel durch 
welche Eindrücke sie erzeugt werden. „Dadurch sind diese Verän- 



(lanken am strengsten festhält, direkt abweist. Am deutliclisten geschieht 
dies in den Betrachtungen über die Summe der reinen Seelenlelire. Hier 
zeigt Kant, inwiefern „die berüchtigte Frage wegen der Gemeiuscliaft des 
Denkenden und Ausgedehnten" darauf hinauslaufe: „wie in einem denken- 
den Subject überhaupt äul'sere Anschauung, nämlich die des Raumes (einer 
Erfüllung desselben, Gestalt und Bewegung) möglich sei." „Auf 
diese Frage aber," hndet er, ,ist es keinem Menschen möglich eine Antwort 
zu finden und man kann diese Lücke unseres Wissens niemals aus- 
lullen nondem nur dadurch bezeichoen, dass man die äufseren Erscheinun- 
gen einem transcendentalen Gegenstände zuschreibt, welcher die Ur- 
sache dieser Alt Vorstellungen ist, den wir aber gar nicht ken- 
nen noch jemals einigen Begriff von ihm bekommen werden " K\nt's Wei'lv 
c. HarfensUtn Bd III bl2 1 Di« moderne Theorie der Localisation ist de'; 
halb dem transcendentalen Idealismus Kants nicht blofs fremd sondern sie 
kann auch demselben nicht eiugefugt werden, ohne da^s fundamentale 
'Wiiler'!pril(.he hervorkommen 
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(Icrungen i^haraktciiairt als von der eigentümliclicn Art, welche wir 
ebea Raumäniileningen nenneiL" Es könnte zweifelhaft sein, ob diese 
Äeufserungen nicht zu Gunston eines der hei'bartischen Reiheutheorie 
analogen Empirismus, der jedeu apriorischen Factor ableimt, zu 
verstehen seien, wenn Heimholte nicht fortfahren würde: „Der em- 
pirischen Aufgabe ist hiermit Genüge geleistet, und wir brauchen 
uns auf die Discussion der Frage, wieviel a priori, wieviel a poste- 
riori von der allgemeinen Anschauung des Raumes gegeben sei, hier 
nicht weiter einzulassen." Diesen allgemeinen Bemerkungen, welche 
gleichsam ein negatives Kriterium der Uebereinstimmuug zwischen 
den erwähnten empiristischen Theorien abgeben, scheinen die spe- 
zielleren Ausführungen der „Physiologischen Optik" ebenfalls nicht 
zu widersprechen, wenn man nur scheidet, was dieser rein psycho- 
logischen Frage angehört und was dagegen auf eine erkenntuis- 
theoretische Ansicht deutet, welche der Kants allerdings zuwider- 
läuft. Zwei Punkte zwar lassen sich auch in rein empiristischera 
Sinne verstehen. Der erste liegt darin, dass Helmholtz die Subjec- 
tivität der Empfindungen der des Causalgesetzes coordinirt, ohne 
der gleichartigen Apriorität der Raumanschauung Worte zu leihen \ 
und dem entsprechend die empiristisehe Theorie gelegentlieh aia 
diejenige definirt, „welche alle Raumanschauung als auf ErMirung 
beruhend betrachtet, und voraussetzt, dass auch die Loealzeichon 
unserer Gesichtsemplindungen ebenso wie deren Qualitäten an utid 
für sich nichts als Zeichen sind, deren Bedeutung wir zu lesen erst 
lemon müssen."* Auch der Umstand könnte in diesem Sinne auf- 
gefasst werden, dass Helmholtz ausdrücklich angiebt: „Die einzige 
psychische Tätigkeit, die zur Wahrnehmung gefordert wird, ist die 
gesetzmäfsig wiederkehrende Association zweier Vorstellungen."^ 
Dennoch sollen diese beiden Bemerkungen schwerlich in dieser 
Weise verstanden werden, da sie nicht nur selbst sich in die oben 
angedeutete Auffassung fügen, sondern auch durch die übrigen Ent- 
wicklungen in den behaupteten Zusammenhang eingereiht werden. 
Heimholte hat Lotzes Begriff des Localzeichens ausdrücklich adop- 
tirt*; denn dass er es für verfrüht hält, „it^ond welche weitere 



' Helmholtz, Pkysiohffiscke Optäc. S. 455. 
ä Ders. FopaläTe Vorträge. Heft H, S. 87, Optik. S. 812. 
» Ders. OptSc. S. 798, vgl. S. 804, Vorläge. Heft II. S. 87. 
* Ders. Optik. S. 595; Vorträge. Heft IL S. ßü. 
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Hypothesen ülier die Art derselben aufzustolleii"', h;it iiuf diese 
Fassung des Eegiiffs keinen Einfluss. Wenn er daher beide psycho- 
physieche Theorien als Theorien der Localisation behandelt, die 
sich auf den „wahrhaft reellen Inhalt" unserer Anschauungen* be- 
ziehen, so kann auch hier der Begriff nur in jener engeren Bedeu- 
tung gefa^st sein, die ihm Lot^ie vindicirt. Am deutlichsten bewei- 
sen dies die lichtvollen Erörterungen über die Unähnlichkcit „zwi- 
schen dem Process im Gehirn, welcher die Vorstellung eines Tisches 
begleitet, und dem Tische seihst"; am schärfsten zeigen es die Aus- 
einandersetzungen über den Sinn, in dem wir von einer Wahrheit 
unserer Vorstellungen reden können.^ Auch hier muss allerdings 
das psychologische Problem von dem erkonntuistheoretischen wol 
1 bleiben. Auch darin endlich liegt eine Bestätigung die- 
iss Helmholtz den grofsen Philosophen Köuiga- 
hergs aJs den ersten Vertreter der nativistischcn Theorie bezeichnet S 
wenn man nur beachtet, in welchem Sinne dies geschieht. Kant ist 
Nativist, nicht weil er Raum und Zeit för die apriorischen Formen 
der Sinnlichkeit hält, sondern weil er sie als „gegebene Formen 
aller Anschauung hinstellt, ohne weiter zu untersuchen, wieviel in 
der näheren Ausbildung der einzelnen räumlichen und zeitlichen 
Anschauungen aus der Erfahrung hergeleitet sein könnte. So be- 
trachtete er namentlich die geometrischen Axiome auch als ur- 
sprünglich in der Raumanschauung gegebene Sätze." Kant unter- 
scheidet sich deshalb von allen Empiristen, Lotze nicht ausgenom- 
men, sofern er der Erfahrung gar keinen Einfluss auf die Entwick- 
lung der Raumvorstellung gestattet; er weicht von den Nativisten 
ab, sofern er biofs behauptet, die Raumanschauung überhaupt sei 
eine Form unserer Receptivität, nicht auch voraussetzt, es seien ge- 
wisse spezielle Kaumanschauungen angeboren,^ Diese Mittelstellung 
lässt es deshalb zu, dass der grofse Fortschritt, den das philosophische 
Bewusstsein Kant verdankt, die Untei-scheidung nämlich der reellen 
und ideellen Elemente der Erkenntnis, volle Änerkenninig findet* 
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Diese Erörtemiigen über den eigciiUiuht'ii Sinn iind die Gren- 
zen des verteidigten psychologischen Empirismus erlauben uns auch, 
eine spezielle Folgerung zu ziehen. Das bunte Gewii-r von Meinun- 
gen, das gegenwärtig noch die oben eingehender dargelegten psy- 
chologischen Consequenzen überdeckt, msicht es zur Pflicht, genauer 
festzustellen, welches Verhältnis ihnen gegenüber die Arbeiten von 
Kiemanu und Helmholtz einnehmen, ui denen sie zuerst bestimmt 
ausgesprochen sind, 

Riemann hat seiner empiristischen Ueberzeugung gleich in den 
einleitenden Sätzen Ausdruck gegeben, die den Plan der Unter- 
suchung skizziren. Die so vielfach mißverstandenen Bemerkungen 
lauten wörtlich: „Ich habe mir daher zunächst die Aufgabe ge- 
stellt, den Begriff einer mehrfach ausgedehnten Gröfse aus allge- 
meinen GrÖfsonbegriffen zu construiron. Es wird dai-aus hervor- 
gehen, dass eine mehrfach ausgedehnte Gröfse verschiedener Mals- 
verhältnisse fähig ist und der Baum also nur einen speziellen Fall 
einer dreifach ausgedehnten Gröfse bildet. Hiervon aber ist eine 
notwend^e Folge, daas die Sätze der Geometrie sich nicht aus all- 
gemeinon Gröfaenbegriffen ableiten lassen, sondern dass diejenigen 
Eigenschaften, durch welche sich der Raum von andei'en denkbaren 
dreifach ausgedehnten Gröfaen untei«cheidet, nur aus der Erfahrung 
entnommen werden können. Hieraus entsteht die Aufgabe, die ein- 
fachsten Tatsachen aufzusuchen, aus denen sich die Mafsverhältnisse 
des Baum^ bestimmen lassen .... Diese Tatsachen sind wie alle 
Tatsachen nicht notwendig, sondern nur von empirischer Gewissheit, 
sie sind Hypothesen; man kann also ihro Wahrscheinlichkeit, welche 
innerhalb der Grenzen der Beobachtung allerdings sehr grofs ist, 
untersuchen und hiernach über die Zulässigkeit ihrer Ausdehnung 
jenseits der Grenzen der Beobachtung sowol nach der Seite des 
Unmessbargrofsen, als nach der Seite dos Unmessharkleinen urtei- 
leiL" Dementsprechend sucht Riemann im letzten Teil seiner Ab- 
handlung festzustellen, „wie, in welchem Grade und in welchem 
Umfange diese Voraussetzungen durch die Er&hrung verbürgt 
werden." Diese Schlussfolgerungen lassen erkennen, dass Riemann 
der oben entwickelten psychologischen Theorie der Raumvorstelluug 
nicht zustimmen könnte: der Empirismus, dem er das Wort redet, 
ist nicht jener relative, der die apriorischen Vorstellungsmomente 
einsclilierst, sondern der absolute Empirismus Hcrbarts, dem die 
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ßiiumtbrm oliiie jede spezifische apriorische Nötigung aus der Reiheii- 
form entsteht.^ Denn ohne diese Voraussetzung, zu der sich Rie- 
maiin übrigens ausdrücklich bekannt hat*, würde der Schluss von 
der Möglichkeit versehiedenor Räume mit verschiedenen Mafsbezio- 
hungen auf die empirische Natur unserer Raumvorstellung keine 
Giltigkeit haben. Die Anhalter einer nativistischen Theorie könn- 
ten immer noch einwenden, daraus, dass die geometrischen Axiome 
sich nicht aus allgemeinen GröfsenbegrilFen ableiten lassen, dürfe 
nur gefolgert werden, dass die Eigenschaften unseres Raumes ledig- 
lich durch die Anschauung gegeben würden, deren Apriorität oder 
Aposteriorität gar nicht in Frage komme. 

Wesentlich verscliieden hiervon ist der Gedankengang der Be- 
weise von Helmholtz. In den ersten beiden Abhandlungen desselben 
findet sich, wie bereits früher angedeutet, die psychologische Con- 
sequenz unmittelbar gar nicht ausgesprochen. Nur der eine Schluss 
wird auf Grund der daselbst bestimmten mechanischen Postulate 
der Congruenz gezogen, „dass die ganze Möglichkeit des Systems 
unserer Raummessungen von der Existenz solcher Naturkörper ab- 
hängt, die dem aufgestellten Begriffe fester Körper hinreichend 
nahe entsprechen." Erst die neuere Abhandlung „über den Ur- 
sprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome" wirft die 
Frage auf, „wo die besonderen Bestimmungen herkommen, die un- 
seren Raum als ebenen Raum charakterisiren"; sie prüft deshalb 
die Möglichkeit, „ob sio empirischen Ursprungs skjd, ob sie aus 
Erfiihrungstatsachon abzuleiten, durch solche zü erweisen, bezielüich 
zu prüfen und vielleicht auch zu widerlegen seien." Diese Unter- 
suchung fiihi't Helmholtz mit Hilfe des Kriteriums, das er in der 
Optik fiir die ausschliefslich subjectiven Empfindmigen festgestellt 
hat, des Satzes mimlich, „dass nichts in unseren Sinneswahniehmun- 



' Dagegen spricht natürlich nicht, ilass auch Herbart behauptet; „aller- 
dings kommt aas '1cm Innern etwas binzu, welches der Wahrnehmung die 
räumliche Form giebt." Denn so wenig dieses Etwas auch ein Seelenver- 
mögen in dem Sinne ist, den Herbart mit Eecht bekämpft, so wenig genügt 
es doct auch, zu suppqniren, es seien die schon vorhandenen Voratellimgen, 
welche in ihrem Hervortreten ein gewisses Gesetz befolgen, ein Gesell der 
Ordnung, nach welchem jede auf das Hervortreten der mitferbundenen wirkt. 
(HBRBiRT, Psychologie ah Wiasmschaft. Bd. II. | lll.t. 

' Mau vgl. S. i(5 dieser Abh, und Ribmann, Werice, S. 475 f 
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gt'ii als Emplindung aiierkaiiiit werden kauii, was durch Momente, 
die nachweisbar dio Erfahrung gegeben hat, im Anechauvmgebilde 
überwunden und in sein Gegenteil verkehrt werden kann." Denn 
selbstverständlich ist, dass dieses .Kriterium sich auch auf eine 
etwaige rein apriorische Raumanschauung anwenden lie&e, da diese 
ebenfalls durch keine Erfahrung geändert werden könnte. Diese 
Erörterung erst führt ihn zu dem Resultat, dass die Raumvorstol- 
lung eine empirische sei. In Helmholtz' Untersuchungen liegt dem- 
nach die SchluBsreihe angedeutet, durch die wir oben zu dem glei- 
chen Ergebnis gelaugten. 

Der Unterschied der Abhandlung von Riemann von den Ar- 
beiten von Hebnholtz liegt demnach hinsichtlich dieser psycholo- 
gischen Consequonzen darin, dass Ricmaim flieselben unter still- 
schweigender Voraussetzung der Gilt^keit von Herbarte Psycho- 
logie gezogen hat, während Helmholtz sie vorsichtigei- ohne jede 
besondere psychologische Hypothese entwickelt und dadurch zu- 
gleich gegen jeden Angriff geschützt bat, der aus den spezifischen 
Lehrsätzen eines philosophischen Systems heraus gegen dieselben 
gerichtet werden könnte; doim die einzige Voraussetzung, an welche 
sein Beweisgang gebunden ist, liegt in jenem oben angefülirien Kri- 
terium der Empfindung resp. der Erfahrung. Dieses aber wird die 
empiristische Theorie sowol als die nativistische anerkennen müs- 
sen, da es eine Hypothese zu Grunde legt, gegen die sich keine 
von beiden verschliefsen darf. Der einzige Einwand nämlich, der 
gegen dasselbe, soweit ich sehe, erhoben werden kaim, liegt in der 
durch die Entwicklungstheorie garantirten Möglichkeit, dass die 
Empfindungsqualitäten, durch die wir die Einwirkung der Dinge 
bezeichnen, einer allmählichen oder vielleicht auch plötzlichen Vor- 
ändemng unterworfen sein und insofern sich selbst gleichsam zu 
widerlegen im Stande sein können. Damit eine solche Möglichkeit 
aber einen festen Sinn behielte, müsste weiter ai^euommen werden, 
dass jene Veränderungen durch rein psychische Ursachen bedingt 
würden, welche die Seele zwängen, auf dieselben äufseren Erregun- 
gen nunmehr durch andere qualitativ oder modal verschiedene Em- 
pfindungen zu antworten. Denn dass anders geartete, noch unbe- 
kannte und unbegreifliche äufsere Reize andere Empfindungsklas- 
sen erzeugen würden, gehört nicht hierher. Jene Consequenz aber 
widersti'eitet der bald noch genauer zu besprechen dun, durch unsere 
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bisherige Kenntnis des tatsächlichen Zusammenhanges psychischer 
Tätigkeiten und mechanischer Kräfte gewährleisteten Uebei*zeuguiig, 
dass eine wesentliche Aenderung der ersteren nicht ohne ent- 
sprechende Ursachen in den letzteren entstehen könne, und damit 
dem Uesetz des zureichenden Gmndes. 

Diu vielen verschiedenai'tigen Einwendungen, welche gegen die 
empimtisch psychologischen Folgerungen der neuen geometi'ischen 
Theorie besonders von Seiten der Kantianer unserer Zeit erhoben 
worden sind, erledigen sich nach den vorstehenden Erörterungen 
im allgemeinen von selbst. Nur weniges möge zur Charakteristik 
dieser ganzen Polemik hinzugefügt werden, als deren Vertreter 
J. K. Becker und beeondere W, Tobias gelten mögen, da die un- 
zählbaren und zum Teil unregistrirbaren gelegentlichen Äeufserun- 
gen, die sich in jeder der allmonatlich erscheinenden Schriften 
über Kant finden, sich jeder gesonderten Beurteilung entziehen. 
Eine wunderliche Eigentümlichkeit ist allen diesen Einwürfen, den 
ausfiihrhchen nicht weniger als den kürzeren gemeinsam, die näm- 
lich, dass man sich gegenüber jenen mathematischen imd psycholo- 
gischen Untersuchungen kurzweg auf die Ausführui^cu Kants be- 
ruft, sie etwa wie Becker einfach abschreibt, als ob ein solcher 
Hinweis vollkommen zur Verurteilung genüge. ^ Es sollte doch 
vielmehr auch dem überzeugtesten Schüler Kants eine selbstver- 
ständhche Pflicht sein, die Lehren seines Meisters, die er auch den 
gegenwärtigen Problemvorstellungen gegenüber für ausreichend er- 
achtet, auf die veränderten Fragen nur nach eingehender kritischer 
Prüfung zu übertragen; denn nur dadui-ch lässt sieh die Ueber- 
zeugimg sieher gewimien, dass ein philosophisches System, von dem 
wir durch eine reiche geistige Entwicklung von hundert Jahi'cn 
getrennt sind, auch in seinen besonderen Theoremen noch den For- 
denmgen der Wissenschaft unserer Zeit völlig gewachsen ist. Diese 
vornehme Sicherheit hat dejin auch chai'akteristische Schwächen 
im Gefolge gehabt. Am deutlichsten sind dieselhon in der Beur- 
teilung Riemanns hervorgetreten, desseii Studiengang vor dem Er- 
scheinen seiner Biographie in den „Mathematischen Werken" nm' 



' .T. K. BuoKBR, Abhundlunymi. aus ileia Gremsgehiete der MaÜiemutih 
-mA Philosophie. Zürich 1870. S. 18, 19, 22, 38 u. ö. Man vgl. dazu die 
etwas schärfer geschriebene Eecension der nocli zu erwähnenden Abhand- 
lung von ItosANEs in der ZciUchrift für Mntkem. «. l'hi/HiL Bd. IT. ii. a. m. 
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wenig bekannt war. Da die oben oitirte Sohlussweise dieses „grofsen 
Mathematikers, der aber nicht zugleich Philosoph war," vom Stand- 
punkte Kants aus betrachtet, als „ein gewaltsamer Sprung" erschien, 
sofern an seiner Folgerung „nicht eine Spur von Denknotwendigkeit 
zu entdecken sei," so war es selbstverständlich, dass hier ein „durch 
nichts vorhergehendes motivirtes, blofses Decret" vorlag, dass es 
„eben nur ohne aUe Begründung ausgesprochene Meinungen waren, 
die nichts beweisen, als dass ßiemann den einzigen Pliilosophen, 
der ihm über seinen Scrupel Aufklärung hätte geben können, ]Hcht 
gelesen habe."^ Dennoch hätte wol nur größere Aufmerksamkeit 
und ein wenig guter "Wille eindringenden Verstehens dazu gehört, 
hier die Abhängigkeit Kiemanns von Herbarts Gedankengang zu 
erkennen, auf die von Riemann selbst in den unmittelbar auf jene 
Aeufserungen folgenden Worten zum Ueberfluss noch hingewiesen 
ist. Aber auch Helmboltz gegenüber hat diese selbstgewisse Ab- 
geschlossenheit zu den unzulässigsten Interpretationen geführt. Es 
ist schon oben erwähnt worden, wie wenig es gerechtfertigt ist, auf 
die bezüglichen Erörterungen der empiristiachen Tlieorien ohne wei- 
teres die Lehren Kants als Mafsstäbe der Beurteilung zu übertragen, 
da es sich "hier um ein Gebiet handelt, das den Untersuchungen 
Kajits vollkommen fei-n liegt. Gerade Tobiaa aber macht sich nicht 
imr der Ungeheuerlichkeit schuldig, in Riemanns mathematische 
Entwicklung unmittelbar die kantische Unterscheidung des Aprio- 
rischen und Aposteriorischen, sowie des Analytischen, und Synthe- 
tischen hinein zu iiiterpretiren, er begeht auch das Unrecht, Helm- 
holtz' empirißtische Theorie der Localisation ohne weiteres an Kants 
Aufiasbung des \erhiltnisses von Ani^chmung unl Begiifi Sinnlich 
keit und Verstand cmpiiischem Stofl und apiioiischei Foim 7u 
messen ^on dem fundamental n GLgensitz dei die Entwicklungtn 
beidei Forschei tiennt diss n\mlich hei Helmboltz die Ertdüung 
als die psjchische Tätigkeit des Verstandnisst =! dei Auslegung dei 
Deutui^ und flti Beohicbtung dei Emptmdmig dem it,m subjet- 
tiven leinen Empfindungsgehalt dei Perccption gegcnubei steht ^ 
wählend bei Kant die Eifihiung tine Eikenntnisquelle biztu^hnet 
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der die Empfindungen als der Stoff der Erkenntnis angehören, 
deren Gegenstand deshalb dui'ch diejeuigon Formen dargestellt wird, 
die von aUem Empfindungsmaterial vollkommen unabhängig aiud, 
findet sich in seiner Kritik keine Spur. Dazu kommt, dass Tobias 
ebenfalb in Folge seiner wenig kritischen Berufung auf Kant bei 
seiner Bem^teilimg der empiristischen Consequenzen die psychologische 
Frage nach dem Ursprung der Raumvorstellung fortlaufend mit der 
erkenntniatheoretischen nach ihrer Subjectivilät oder Objectivität ver- 
mischt. Für Kant sind Apriorität und ausschliefsliche Subjectivität 
aller3ings Wechselbegriffe, aber doch schon Herbart hat daran er- 
innert, und Kant würde das nicht bestreiten, dass die Frage, wie 
wir zu unseren Vorstellungen des Räumlichen und Zeitlichen kom- 
men mögen, notwendig gesondert werden müsse von der völlig 
heterogenen Frage, ob wirklich etwas aulser uns in räumUcheu 
Verhältnissen existire.^ Und in der Tat, diese Trennung ist aelb8^ 
verständlich geboten, sobald man zugiebt, dass die etwaigen räum- 
lichen Beziehungen der Körper nicht ohne weiteres in unsere Vor- 
stellungen dieser Beziehungen hinüberwandem können. Jedoch wir 
könnten über diese Vornehmheit gegen die gerechten Forderungen 
vorurteilsfreier Interpretation hinwegsehen, da diese bei dem vor- 
läufig unversöhnbaren Gegensatz der philosophischen Ueberzeugun- 
gon selten nur ganz erfüllt werden können, hätte die gleiche Vor- 
nehmheit nicht auch hinsichtlich der rein mathematischen Unter- 
suchungen dieser Probleme Platz gegriffen. Es ist zwar sicher, dass 
das Bedürfnis zu urteilen bei den Menschen immer gröfscr gewesen 
ist als ihre Fälligkeit und Lust zu verstehen, aber dieser tatsäch- 
lichen Ungebundenheit des literarischen Gewissens sind denn doch 
enge Grenzen gezogen. Gerade die Philosophen aber sollten da, wo 
die eigenartige Natur ihrer Wissenschaft sie zwingt, in das Gebiet 
einer anderen Disciplin einzutreten, mit jener vorsichtigen Zurück- 
haltung vei-fahren, die auch nach der sorgfältigsten Einsicht in 
fremdartige Verhältnisse dem absprechenden Urteil auferlegt bleibt; 
denn der durch die Ueberstürzung der Philosophie in ihrer speeu- 
lativen Periode nicht ganz unbegiiindete Verdacht, dass die Philo- 
sophen „Pioniere seien, die ihr abenteuernde!' Trieb hindert, an der 
i'egelmäfsigen Arbeit der eigentlichen Forscher Teil zu nehmen," 

' Hehbaht, Fnychologie als Wissenschuft. Bd. II. § 109, S. V2i. 
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ist aucli jetzt noch nicht gaiiz erloschen, wo die Philosophie gelernt 
hat, sich auf ein ihr allein zugehöriges Gebiet zu beschränken. Wo 
aber das Recht zu der mathematischen Polemik herkommt, die 
Becker und Tobias gegen Riemann und Helniholtz führen, wird 
durch den Inhalt derselben unerfindlich. ^ Daher kommt es denn 
auch, dass der springende Punkt der ganzen Untersuchung von 
keinem von beiden auch nur annähernd getroffen ist.^ Solchen 

' Die ganze Polemik beider Schriftsteller beruht, so weit ic]i sehe, auf 
Misverständniseeu des Zweckes und des Inhaltes jener Untersuchungen. 
Der allgemeine Grund für dieselbe liegt in dem Umstände, dfiss beide den 
analytischen Sinn der Entwicklungen von der anschaulichen Uebertragung, 
die den Eesultaten partiell gegeben werden kann, nicht nnterscheiden. Da 
die mathematische Wissenschaft ihr Urteil über die Berechtigung und die 
Bedeutung der neuen Theorie lange gesprochen hat, ist es überflüssig, diese 
Mia Verständnisse, die sich bei eingehenderem Stadium von selbst heben, 
im einzelnen zu berichtigen. Nur gegen Tobias, dessen Polemik, trotzdem 
sie mit einem ganz willkUhrlich construirten Schattenbilde kämpft, doch 
von gröfaerer dialektischer Schärfe zeugt, sei bemerkt, dass die Trennung von 
geometrischen und arithmetischen Axiomen, die er seinem Angriff zu Grunde 
legt, die selbstverständliche Grundlage auch für Biemann luid Helmhottz 
bildet. Es ist eben auch für den Mathematiker nicht nütig, alles zu sagen. 
Dasa aber Tobias die Ansprüche, welche jene Abhandlungen an die phüo- 
aophiache Unbefangenheit stellen, nicht erfüllt, geht allein schon aus der 
ganz irrtümlichen Art hervor, in welcher er Eiemanns Fragestellung, ao 
wie die Begriffe der Transportirbarkeit und der Unbegrenztheit auffasst. 

^ J. K. Becker findet, dass Riemanns Untersuchung auf einem „ihm un- 
zugänglichen" Wege zu dem richtigen Resultat führe, „dass ^ie 8ätze der 
Geometrie sich nicht aus allgemeinen Gröfsen begriffen ableiten lassen." 
Da nun die geometrischen Constructiousbegriffe zweifellos nicht reine GrüfseU' 
begriffe sind, so ist ihm „unbegreiflich, warum für Riemann diese I'rage 
noch einer so subtilen Untersuchung bedürftig schien." Herr Becker gesteht 
selbst ein, dass er dem Wege Riemanns zu diesem keineswegs neuen Resul- 
tate „nur mit der gröfsten Mühe und wahrer Selbstüberwindung eine Strecke 
weit gefolgt sei, er es daher anderen überlassen müsse, die "in dergleichen 
abstracteu Untersuchungen mehr bewandert sind, Riemann hier zu folgen, 
oder ihn zu widerlegen, wenn er etwa sich geirrt haben sollte." Da 
wir nun wol annehmen dürfen, dass der Mathematiker Biemann nicht we- 
niger als der Mathematiker Becker „gewohnt war, mit jedem Wort seiner 
Entwicklungen einen klaren Begriff zu verbinden" und daas auch der Her- 
bartianer Riemann nicht weniger als der Kantianer Becker „nur solche Be- 
griffe passiren liefs, die durch irgend eine Anschauung, aus der sie abge- 
zogen sind, sich als solche gehörig legitimiren können," so wird jene Selbst- 
verständliflikcit des Resultats ebenso wie dio Unbegreiflichkeit seiner Ab- 
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Ausschreitungen gegenüber ist die Bescliiäukuiig Langes, der aller- 
dings Bockera Abhandlung das Lob spendet, dass sie die Bedeutung 
der Anschauung im kantischen Sinne mit gründlicher Sachkenntnis 
wahre, nur lobend hervorzuheben.^ 

Jedoch zur Charafeterisirung dieser unerquicklichen Polemik 
sei hiermit genug geschehen. Schon mehrfach mussten wir andeuten, 
dass neben jenen physiologischen Consequenaen auch bestimmte er- 
kenutnistheoretische Folgerungen aus den gewonnenen mathe- 
matischen Resultaten gezogeu werden können. Auch hier aber ist 
der Stieit der Meinungen zu grofs, als dass wir eine vorlaufige Orien- 
tirung ubei die allgemeinen Gesichtspunkte, die unsere Untersuchung 
kiteii mus'ien, entbehren konnten. Es genügt jedoch hier, die Pro- 
blemieihen anzugeben, deren Lösung die Aufgabe der Erkenntuis- 
theoiit bildet Die allgemeine Frage der Erkenntnistheorie näm- 
lich, in wekhem Sinne und in welchem Umfange unseie Vorstel- 
lungen uns die Bp&ohiffenheit dei Duige selb'it zu eiLennen geben 
'.paltet sich bei naheiei Betiachtung luzwei nolzu untci scheidende 
Piobleme Da wii m uneeie Welt von \ oistellungLn iestgcbinnt 
sind, dio Existenz emei Gesamrathcit von Dingen also mcht un- 
mittiJbar zu eikeimen vermögen so gilt ls zunächst nachzuweisen, 
ob, lesp aus welchen Giunden der ti tnaceudente &t,hluss von dti 
Wirklichkeit unseiei Voistellim^en luf die Existenz \on Dingen 
gciechtlertigt ist Diest, Fuge, deien begiifthche Elemente beitits 
in der eUitischm Lehie zum \oisLhtm koramm die )edoi,h ei-t 



leitutiit leilit,licli die von Henn BeLker selbst ausgesprichenen subjectiven 
Gründe haben Daso jenet> ErKebme welches natürlich nur analjtisch 
zu deuten ist vor Riemanus Untersuchungen niLht erk'^nnt war geht daraus 
hervor dass fast alle Raumtheorien selbst die herbartisthe einbeeriffen 
die Maffcbeziehungen des ebenen Baumes für die emzig mo^Iicheii hielten 
Jene Untersuchung war deshall notwendig dass sie begreiflich ist zeigt 
der durch dieselbe bewirkte Fortschritt der geometrischen und mecha 
niEchen Diaciplinen Ebenso falsch wenn auch uitht ebenso schwach mo- 
tnirt ist die Auffassung lon Tobias der als das Endresultat d'is von Kant 
schon in seiner ganzen Unzuliugiichfceit erwiesene Intellectuiren der Er 
scheinungen erblickt Dass wedei Rieniaon noch Helmholtz daran denken 
einer solchen Vermischung des Inschaulichen und Begrifflichen das Woit 
zn reden geht aus unserer Darstellung zur Genüge hervor 

' Vgl S 12 dieser Schritt und Lange Geicfi les Mutmi tJi'-mm 2 Aufi 
Bu(.h 11 Iserlohn 1ST5 S 126 450 ft 
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seit den üntürsuchungen von Malebranche und Berkeley im oigent- 
liciien Sinne ein Gegenstand der philosopLischen Foi^ohung ist, 
bildet den Streitpunkt für die beiden allgemein möglicliea Systeme 
des erkenntnistheoretiacben Idealismus und Realismus, deren Ver- 
mittlung in jenem Skepticismus enthalten ist, der das Problem an- 
erkennt, oliiie seine Lösung für möglich zu halten. An diese erste 
Aufgabe nun schliefst sich eine zweite, die in der Fragestellung des 
Realismus lautet: in welclier Art und innerhalb weicher Grenzen 
stimmen unsere Vorstellungen von den Dingen mit diesen selbst 
überein. Auch auf diese Frage sind wesentlich von einander ver- 
schiedene Antworten möglich. Unsere Vorstellungen können näm- 
lich ent^'öder von den Dingen vollkommen abhängig oder aber voll- 
kommen unabhängig sein. Die erste dieser Möglichkeiten vertritt 
der Empirismus, die zweite behauptet der Rationalismus. Jede 
dieser beiden Ueberzeugungen aber lüsst drei verschiedene Fälle zu. 
Der Empirist kann annehmen, dass unsei'e Vorstellungen mit den 
Dingen absolut übereinstimmen, dass sie Bilder derselben sind; da- 
durch wird er zum Sensualisteu. Er kann zweitens beweisen wollen, 
dass unsere Yorstellui^en nur partielle Bilder der Dinge sind, etwa 
in allen quantitativen Beziehungen des Raumes, der Zeit imd der 
Gesetzlichkeit mit ihnen übereinstimmen, in allen qualitativen da- 
gegen differiren; darin liegt der Standpunkt des fonnalen Empi- 
rismus. Endlich kann er darzulegen suchen, dass alle unsere Vor- 
stellungen von der BeschaiTenheit und den Beziehungen der Dinge 
zwar vollkommen verschieden sind, denselben jedoch in allen Stücken 
correspondiren; diese Lehre können wir als Apriorismus bezeichnen. 
In älmlicher Weise differenzirt sich auch das rationalistische System. 
Dasselbe kann erstens ebenfalls annehmen, dass olle unsere Vor- 
stellungen trotz ihrer absoluten Unabhängigkeit von den Dingen 
dennoch vollkommen getreue Bilder derselben geben; dies ist die 
Meinung des Lehrsystems von der prastabilirten Harmonie. Der 
Rationalismus kann femer ebenfalls behaupten, jene Uebereinstim- 
mung sei keine vollkommene, nur etwa die Formen des Denkens 
seien identisch mit den Fonnen des Seins; diese Theorie, deren 
Gegensatz gegen die entsprechende Form des Empirismus ebenso 
deutlich ist wie ihre Uebereinstimmung mit derselben, ist der for- 
male Rationalismus. Die Behauptung endlich, dass alle Elemente 
unserer Vorstellungen von den Dingen nicht blofs gänzlich unab- 
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hängig, sondern auch spezifisch verschieden sind, lässt sich als ab- 
soluter Rationalismus oder als Nativismus bezeichnen. 

Es tut dieser systematischen Klassiflcirung natürlich keiuen 
Eintrag, dass die historisch gegebenen Systeme sich selten nur rein 
in dieselbe einfügen lassen. Kants Kriticismus z. B., der allerdings 
weniger noch als die meisten übrigen philosophischen Systeme einen 
einheitlich durchgeführten, erkenntnistheoretischen Grundgedanken 
enthält, würde sich einerseits als naiver Kealismus, andrerseits als 
formaler Rationalismus auffaasen lassen, daneben aber auch die 
Principien des Apriorismus enthalten, sofern er den Stoff der Sinn- 
lichkeit als gegeben betrachtet, und die Fonuen des Verstandes 
und der Vernunft in schreiendem Widerspruch gegen ihren ratio- 
nalen Charakter lediglich auf das Feld möglicher Erfahrung be- 
schränkt. Es ist eben wol zu beachten, dass die Entwicklung der 
Wissenschaften von zufälligen Erkenntnissen ausgeht und zunächst nur 
unzulängliche Principien gewinnen kann. Dazu kommt, dass speziell 
die Erkenntnistheorie erst durch Kant zu dem Rang einer selbstän- 
digen philosophischen Disciplin erhohen worden ist, dass ihre Ge- 
sichtspunkte daher, da wir jetzt erst im Begriff stehen, Kants Ver- 
mächtnis anzutreten, bis auf die Gegenwart mit psychologischen 
Doctrineo und metaphysischen Theoremen, wie besonders den Spe- 
culationen über Materialismus und Spiritualismus, auf das engste 
vermischt gewesen sind. 

Wenden wir nun diese Einteilung der möglichen erkenntnis- 
theoretischen Lebrmeinungen auf unsere oben entwickelten mathe- 
matischen und psychologischen Ergebnisse an, so wird ohne weiteres 
deutlich, dass die letzteren zu den rationalistischen Doctrinen in 
vollem Gegensatz stehen. Es ist durch dieselben unmöglich' ge- 
macht, unsere Kaumaiischauung als unabhängig von aller Erfahrung 
anzusehen, Dass die Beweise hinfällig sind, welche die Raumvor- 
stellung ala eine notwendige Eigenschaft aller denkenden Intelligen- 
zen darzustellen suchen, folgt unmittelbar aus der Möglichkeit, dass 
wir die Wahmehmungsreihen, welche ein sphärischer oder pseudo- 
sphärischer Raum darbieten würde, anschaulich entwickeln können. 
Denn keine dieser Entwicklungen, die wir gemäfs den Gesetzen un- 
serer tatsächhchen Wahrnehmung anstellen, führt zu Absurditäten, 
die uns nötigten, unsere Begriffe von Substanzen, Kräften u. s. w, 
als unzulänglich aufzugeben. Ebenso wenig aber lässt sich der 
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lUum als eine a priori gegebene Form unserer Receptivität auf- 
fassen, nach deren Bedingungen der Möglichkeit nicht weiter ge- 
fragt werden könne. Kaut selbst hat mit vorabnendem Scharfl)lick 
angegeben, au welche Voraussetzungen seine Theorie gebunden ist, 
sagt er doch': „wie aber eine solche sinnliche Anschauung (als der 
Eaum . ,) ... selbst möglich sei . . ., das ist uns schlechterdings un- 
möglich weiter zu erklären, weil wir sonst noch eine andere An- 
schauungsart, als die uns eigen ist, ... haben müssten, wir können 
aber alle Anschauung nur durch die unsrige anschauen." Eben 
diese von Kant liir unertullbar gehaltene Voraussetzung ist uns 
aber jetzt gegeben, seitdem wir gelernt haben, die verschiedenen 
möglichen Arten von Mafsbeziehungen der dreifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden. Unerklärlich bleibt allerdings 
noch die dreifache Ausgedehntheit unseres Eaumes; aber auch hier 
ist keine Grenze unseres Erkennens, seitdem wir wissen, dass die 
analytischen Begriffe mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten nicht 
in sich widersprechend sind, so dass wir auch hier auf eine allmäh- 
liche Einsicht in die empirischen Bedingungen hoffen dürfen. 

Eine negative Bedeutung der neuen geometrischen Erkenntnis 
für die rationalistische Theorie ist demnach gesichert. Es fragt 
sich daher nur noch, ob sie vielleicht auch positive Beziehungen zu 
einem der empiristischen Systeme enthält. Unsere obige Erörterung 
lehrt, dass dies nicht der Fall ist, denn keine unter jenen drei mög- 
lichen Lehrmeinungen darf leugnen, dass die räumliche Anschauung, 
gleichviel ob sie auch die Form der Dinge selbst ist, von den psy- 
chischen Tätigkeiten neu erzeugt werden muss, und jede derselben 
erkennt an, dass die Beschaffenheit unserer Raumvorstellung von 
den Beziehungen der Dinge selbst in allen ihren Merkmalen ab- 
hängig ist Nur zu dem einen Schluss also haben uns die mathe- 
matischen Ergebnisse gezwungen, dass unsere Raumvorstellung durch 
die Wirkungen der Duige in unser Bewusstsein, die wir erfahren, 
eindeutig bedingt sein muss; die psychologische Notwendigkeit, zu 
diesen einseitigen wenn auch notwendigen Bedingungen noch die 
Natur des Bewusstseins hinzuzunehmen, damit sie hinreichend wür- 
den, liefsen sie unberührt. 



' In dem Briefe an Herz vom Mai 1789. Kaht's Werke, herausg. von 
Hartenstein. Band VlIL S. 717, vgl. 7415, 
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Die Bedeutung der mathematischen Theorie für die zweite 
Fr^e der Erkenntnistheorie ist also nicht positiv bestimmend; die 
Entscheidung zwischen Sensualismus, formalem Empirismus und 
Api-iorismus liegt daher auf anderem Gebiet. Ganz beziehungslos 
endlich verhält sie sich zu der ersten Frage, ob der Realismus oder 
der Idealismus den Tatsachen der Erfahrung besser genügt Denn 
beide Systeme müssen gleicherweise anerkennen, dass die räumliche 
Änschaumig kein willkürlich aufgebbares Product der Einbildungs- 
kraft ist, sondern dass es aufserseelische Ursachen sind, die ihre 
Erzeugung bediugeti. Es ist deshalb auf unsere Tlieoiie ohne jeden 
Einfiuss, ob man mit dem Kealismus glaubt, die Begriffe fester Kör- 
per u. 8. Vf. von selbständigen Bingen ableiten zu dürfen, oder mit 
dem Idealismus behauptet, die productive Einbildungskraft etwa 
setze dem teilbaren Ich ein teilbares Nichtich entgegen, oder eine 
Gottheit sei es, welche diese Vorstellungen ins Bewusstsein wirke. 

Es ist auch hier nötig, noch im besondern nach^^uweisen, da^ 
die vorstehende Entwicklung durchaus in der Richtung des von 
Riemann und Helmholtz eingeschlagenen Weges liegt, da man die 
Erörterungen derselben auf Grund jener oben schon besprochenen 
Vermischung des psychologischen und dos erkenntnistheoretischen 
Standpunktes fast ausnahmslos in entgegengesetztem Sinne inter- 
pretirt hat. 

Was zunächst Riemann betrifft, so ist allerdings zweifellos, 
dass die ganze Form seiner Darstellung nur den einen Scbluss zn- 
lässt, er sei ein entschiedener Anhänger des formalen Empirismus; 
selbst von der herbartischen Unterscheidung des sinnlichen und in- 
telligibeln Raumes findet sich in den bezüglichen Stellen seiner 
Abhandlung keine Spur, so dass er in diesem Punkt offenbar kein 
Schüler Herbarts gewesen ist. Diese Auffassung wird durch die 
philosophischen Fragmente Riemanns lediglich bestätigt. Dort be- 
merkt er behufe Erläuterung der Frage, wann unsere Auffassong 
der Welt wahr sei^: „die Elemente unseres Bildes von der Welt 
sind von den entsprechenden Elementen des abgebildeten Realen 
gänzlich verschieden. Sie sind etwas in uns; die Elemente des 
Realen etwas aufser uns. Aber die Verbindungen zwischen den 
Elementen im Bilde und im Abgebildeten müssen übereinstimmen, 

<- Riemann , Werhe. S. 491. 
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wenn das Bild wahr sein soll." Daini beantwortet er die sich an- 
, schliefsende Frage: „woraus soll der Zusammenhang der Dinge er- 
kannt werden," zwar ganz im Siime Herbarts durch die Bemerkung: 
,^u8 dem Zusammenhange der Erscheinungen," jedoch die nähere 
Erklärung giebt auch hier die Abweichung von Herbarts Theorie 
des intelligibeln Raumes zu erkennen. Die Qualitäten der Simion- 
dinge nämlich sind etwas ledigUch unserer Empfindung entnomme- 
nes, dagegen „die Vorstellung von Sinnendingen in bestimmten räum- 
lichen und neitlicheu Verhältnissen ist dasjenige, was beim absicht- 
lichen Nachdenken über die Natur vorgefunden wird oder für dae- 
aelbe gegeben ist" „Dasjenige, woraus der Zusammenhang der Dinge 
erkannt werden muss, sind also quantitative Verhältnisse, die räum- 
hchen und zeithchen Verhältnisse der Sinnendinge und die luten- 
sitätsverhältnisse der Merkmale und ihrer Qualitätsunterschiede." 
Unzweifelhaft ist es also, dass Riemann den Baum wie die Zeit für 
die objectiven Formen der Dinge hielt, aber auch nicht die leiseste 
Andeutung findet sich in seinen Schriften, dass er glaubte, diese 
Ansicht aus seinen geometrischen Theoremen herleiten zu 
können. Denn für die ganz unsinnige Ansicht, die Tobias in der 
Habilitationsabhandlung desselben niedergelegt findet, es sei nach 
Riemann möglich, „dass die beobachtbare Welt mit ihren wirklich 
vorhandenen drei Dimensionen in einer nicht absehbaren Entfer- 
nung von der Erde eui Ende erreiche, und dass daselbst ein anderer 
Weltenraum beginne mit einem anderen KrümmungsmaXse und mit 
vielleicht mehr als drei Dimensionen" ^ für diese XJngeheuei-lichkeit 
ist die subjective Auffassung des Interiireten allein verantwortlich. 
Ebenso wenig vermag ich den geringsten Grund zu entdecken, der 
zu der Ansicht berechtigen könnte, die Wundt über die Consequen- 
zen der Riemaunachen Theorie in spottender Polemik ausgesprochen 
hat. ^ Die Fragmente der philosophischen Speculationen enthalten 
manche wundorhche Gedanken; welche von ihnen jedoch zu Be- 
hauptungen fuhren, wie die, dass die Zeit endlich sei, ein bestimmT 
tea Krümmungsmafs besitze, dass nnser Bewusstsein der spezielle 
Fall eines transcendonten Bewusstseins von n Dimensionen sei u. s. w., 

' Tobias, a. a. 0. S. 81. Es bedarf kaum der Bemerkung, dass Herr 
Tobias auch oieht die Spur eices Belegs für seine Interpretation beibringen 

^ Wunut, Vierteljahr sschrift für FhüoBophie. I. Jalirg. I. Heft. S. 114. 
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kann ich um so weniger sehen, ah u-h auch in seiner Ai)haTi(lluiig 
über die Asiome den vollsten Gegensatz zu solchen wüsten Träu- 
mereien erkenne! Das Beispiel Riemaiins also zeigt gleichsam in 
concreto, dass tlie neue geometrische Theorie sich mit dem for- 
malen Empirismus verträgt, weil sie zu seinen Lehren ohne Be- 
ziehung ist. 

Nicht anders verhält sich diese Sache bei Helmholtn. Dass 
auch er ein Anhänger des formalen Empirismus ist, hätte nicht in 
Zweifel gezogen werden können, wenn man sich an seine Erklärun- 
gen gehalten, und nicht lieterogene Beziehungen zu Kant hinein- 
gemischt hätte. Ob derselbe früher sich zu Kajits Lehre von der 
ausschliefslichen Subjectivität des Raumes bekaimt habe, ist, nach 
dem Vortrag „über das Sehen des Menschen" vom Jahre 1855 zu 
urteilen, nicht unwahrscheinlich, aber sicher ist, dass er in seiner 
„Physiologischen Optik" sowie in alleu übrigen bezüglichen Schriften 
auf das unzweideutigste dem formalen Empirismus das Wort redet, 
Helmholtz trennt überall die Eigenschaften der Körper als die Wir- 
kungsproducte der Dinge auf unsere Sinne \ou ihren zeitlichen und 
räumlichenj veränderlichen Beziehungen, die nicht voji der Qualität 
und Masse derselben abhängen. ' Die ersteren sind Symbole oder 
schärfer Zeichen der Dinge, die letzteren dagegen sind Bilder ihrer 
wirkliehen Verhältnisse. Auf das unzweideutigste erklären dies die 
Worte, in welche die Abhandlung über „die neueren Fortschritte 
in der Theorie des Sehens" ihr Ergebnis zusammenfasst. Dort 
nämlich heifst es: „Nur die Beziehungen der Zeit, des Raiunes, der 
Gleichheit, und die davon abgeleiteten der Zahl, der Gröfse, der Ge- 
setzbchkcit, kurz das Mathimitische, smd der lufseren und inneren 
Welt gemeinsam, und iu diesen kinn in der Tat Line volle Ueber- 
einstimmung der Vorstellungen mit den abgebildeten Dingen 
ei-strebt werden." Genau m demselben femne ist auch sonst, wo 
diese Frage in Betracht kommt, von emer , Abbildung der Raum- 
verhältnisse", von einem „räumlichen Bild der uns umgebenden Welt 
von drei Dimensionen in unserer Anschauung"^ die Rede. An an- 
deren Stellen zwar tritt ein anderer Gedanke in den Vordergrund. 
So heifst es in dem oft citirten Capitel der Optik: „Die einzige 



^ Hblmholtz, Pliydologische OpUh. S. 444 f.; Populäre Vorträge. Heft 11. 

W. 

= Ders, Optik. S. 445, Vorträge Heft II. S. 207. 
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BeKiehuiig, in wolclier eine wirkliche Uebereiii Stimmung misei^er 
Wahrnetmnngen mit der Wirkliclikeit atattfinden kann, ist die Zeit- 
folge der Ereignisse mit ihren verschiedenen Eigentümlichkeiten. 
Die Gleichzeitigkeit, die Folge, die regclmäfsige Wiederkehr der 
Gleichzeitigkeit oder Folge kann in den Empfindungen ebenso statt- 
finden, wie in den Ereignissen." An anderen Stellen wird der Be- 
griff der Gesetzmäfsigkeit, also das Princip der Causalitat, das in 
diesen Worten, in denen os nach dem Zusammenhang der Darstel- 
lung noch nicht ausdrücklich hetont werden konnte, stillschweigend 
mitgedacht wird, dem Begriff der blofsen Zeitfolge coordiniii. So 
heifst es kura nach den citirten Eemerkungoo schon bestimmter: 
„So sind die VorstelJunge» von der Aufsenwelt Bilder der gesetz- 
mäfsigen Zeitfolge der Naturereignisse." In präcisester Form kehrt 
derselbe Gedanke gegen das Ende der Rede „über das Ziel und die 
Fortschritte der Naturwissenschaft" wieder. Dort wird gesagt: „Wir 
sehen nun zum Schluss, dass unsere Sinnesempfindungeu ... nur in 
der Darstellung der zeitlichen Folge die Bedeutung von Bildern 
haben. Eben deshalb sind sie aber auch im Stande, die Geaetz- 
mälsigkeit in der zeitlichen Folge der Naturphänomene direct atj- 
zubilden."^ Vergleichen wir nun diese Bemerkungen mit den vorher 
citirten, so wird klar, dass hier nicht, wie vielfach behauptet worden 
ist, ein Widerspruch vorliegt, sondern dass vielmehr hier eine Eigen- 
tümlichkeit zur Geltung gebracht wird, welche die Zeit und die 
Causalitat von dem Räume nach Helmholtz' Auffassung scheidet. 
Erstere nämlich gelten für Ereignisse und Vorstellungen in der 
gleichen Weise; letztere dagegen ist auf die Ereignisse beschränkt, 
da die Beziehungen der Vorstellungen des Raumes nicht selbst 
räumliehe sein können. Ueber eine solche Auffassung kann man 
rechten, da sie, besonders was die Causalitat betrifil, nur durch 
metaphysische Hypothesen festen Halt gewinnt, über die zur Zeit 
eine wissenschaftliche Entscheidung wo! noch nicht gegeben werden 

* Helmholtz, Populäre Vorträge. Heft H. 8. 208. In etwas anderer 
Wendung kommt der Gedanke noch S. .^4 desselben Heftes zum Äusdnick, 
wo die Vorstellungen hinsichtlich der Zeitfolge, der Gleichheit und der ge- 
setzlichen Ordnung als Bilder dargestellt werden. Hier findet allerdings 
eine Anordnung der Begriffe statt, deren Beziehung zu der oben citirten 
Zusammenstellung auf S, 98 derselben Abhandlung aus den sonstigen Er- 
örterungen nicht verständlich ist. 
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kiuiii, aber ra;iii muss aiier kennen, dass sie einen tatsächlichen üntei- 
schiod der räumlichen, sowie der zeitlichen und causalen Beziehun- 
gen der Dinge zum Äustrag bringt, Andreraeite aber lässt sich auch 
denken, dass hier ein Zusammenhang zmschen Raum und Zeit vor- 
geschwebt hat, demzufolge unsere Raumvorstellung sich auf die Zeit^ 
Vorstellung zurückfuhren lässt, eine Theorie, die bekanntlich bereits 
mehrfiich auegeführt worden ist. Jedenfalls aber ist klar, dass hier- 
durch der Standpunkt des foiinalen Empirismus, den Hehnholtz 
einnimmt, in keiner Weise berührt wird. Demnach ist es selbst^ 
verständlich, dass diese erkenntnistheoretischen Üeberzeugungen 
auch in Helmholtz' bezüglichen mathomatischen Arbeiten zur Gel- 
tung kommen, aber so wenig wie bei Riemann enthalten dieselben 
irgend welche Andeutungen, dass Helmholtz sie aus seiner geo- 
metrischen Theorie folgere. Seine ersten Abhandlungen be- 
haupten nur, dass die Geometrie keine rehi apriorische Wissenschaft 
der Raumformen sei, seine letzte will nur beweisen, dass die Raum- 
vorstellung in dem oben besprochenen Sinne als eme empirische 
aufgefasst werden müsse. Deshalb dürfen wir auch darauf Ver- 
zicht leisten, die Bcmerkmig von 0. Liebroann in den Bereich der 
Discussion zu ziehen, wonach Helmholtz im mündlichen Gespräch 
erklärt haben solle, dass er den Raum im Siime Kants für eine 
Bubjective Form unserer Anschauung halte,^ Mündliche AeuJäemn- 
gen, auch wenn der gewissenhafteste Berichtei'Statter sie colportirt, 
gehören nicht vor das Forum der öffentlichen literarischen Unter- 
suchung, so lange nicht etwa die besondere Pflicht vorliegt, die 
Gesinnung oder die Anschauungsweise eines bereits Dahingeschie- 
denen zu retten. 

Diese Erörterung der erkenutnistheoretischen Üeberzeugungen 
der beiden Mathematiker, die zu solchen Interpretationen Anlass 
gegeben haben, beweist somit im besonderen, dass unsere obige 
Darlegung dei' Beziehungslosigkeit jener geometrischen Theoreme 
und psychologischen Consequenzen zu den möglichen Formen des 
erkonntnistheoretischen Empirismus in sich gerechtfertigt war. Der 
Apriorismus, den wir oben in kurzen Andeutungen verteidigten, ge- 
nügt ihnen nicht weniger, als der formale Empirismus von Riemaim 
und Helmholtz; selbst der Sensualismus, der heut nur noch die 



' LiBBMANN, ThÜosoph, MonaUhefie. Bd. VII, S. Mt f. 
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naive Annahme des wissenschaftlich rohen Bewusstseiiis ist, köutito 
durch dieselben nicht widerlegt werden. 

Es fehlt jedoch viel, dass diese Auffassung zu allgemeiner An- 
erkennung gelangt wäre. Nicht genug, dass die Ausführungen vou 
Eiemaun und Helmholtz von einzelnen Mathematikern, wie Eosanes ' 
und vielen Philosophen wie Becker, Dührung und Tobias in dem 
eben als irrtümlich nachgewiesenen Sinne verstanden worden sind, 
es sind auch Versuche gemacht worden, dieselben direct fiir die 
Probleme der Erkenntnistheorie sni verwerten. Charaktei-istischer 
Weise hat sich hierbei das Wunder begeben, dass man in ihnen 
sowol die Beweismittel für Kants formalen Rationalismus als auch 
das Medium fiir ein unklassificirbares Mittelding zwischen formalem 
Empirismus und Sensualismus gefunden hat 

Da auch in diesem Fall die Untersuchungen einzelner das Ur- 
teil vieler gefangen nehmen, so ist es erforderlieh, die etwaige Be- 
rechtigung dieser Schlussfolgemugen in der Kürze zu prüfen. 

Jene rationalistische Folgerung hat 0. Liebmann in dem mehr- 
fach citirten Aufsatz „über die Phänoraenahtät des Raumes" zu er- 
härten vei-sucht. Er findet daselbst, dass jene „höchst sublimen" 
mathematischen „Speculatiouen in der Tat das Berkeley- Kantische 
Paradoxon auch in dem letzten und extremsten Sinn zu bewahr- 
heiten scheinen." Bei der Prüfung der Ergebnisse Riemanns han- 
delt es sich nach seiner Auffassung um zweierlei, „erstens darum, 
ob der entwickelte mathematische Bogriff (einer n-fach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit) überhaupt formal logische Berechtigung hat, 
zweitens, wenn dies der Fall sein sollte, ob ihm überdies eine meta- 
physisch materiale Bedeutung zugeschrieben werden darf." Was 
nun diesen zweiten Punkt betrifft, der uns hier allein interessirt, 
so findet Liebmann, dass hinsichtlich der metaphysischen Bedeutung 
jenes Begriffs „die Frage aufgeworfen werden kann, ob aus dem 
subjectiven, intellectu eilen Unvermögen unserer und jeder uns ho- 
mogenen Intelligenz, ihr Entsprechendes anzuschauen, die objective, 
reale, die transcendente Existenzunfähigkeit eines solchen Raumes 
zu folgern sei." Er antwortet hierauf: „Nur zu der problematischen 
Behauptung sind wir berechtigt: ein ebener Raum von drei Dimcn- 



' EosANBS, Ueber die neuesten Üntersuehunffen in Betreff imserer An- 
schauung com Ramue. Breslau iö70. 
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siojien scheint mit der weaeiitliclien OrgaTiisation unseres Aii- 
schauuQgsvermÖgens und jede.s ihm homogenen solidarisch verknüpft 
zu sein," wennschon wir vorläufig nouh nicht wissen, „weshalb unsere 
intuitive Intelligenz an diese immanenten Schranken gebunden ist," 
Das Endergebnis seiner eingehenderen Darstellung ist demnach der 
problematische Satz: „Ob die traiiscendente Anordnung der absolut 
realen Welt, welche au&erhalb unseres Bewusstseins liegt, mit un- 
serer RaumanBchauung übereinstimmt, ob sie ihr conunensurabel 
oder incommeneurabol ist, wissen wir nicht" 

Diese Analyse der Argumentation Liebmanns zeigt zunächst, 
daas eine auffallende Incongruenz besteht zwischen der Bedeutung, 
die den Ergebnissen Riemanns nach Liebraanns anfänglicher Dar- 
stellung zukommen soll und dem Resultat, zu dem seine Unter- 
suchung gelangt. Jene Ergebnisse „griffen in das Problem der Phä^ 
nomenalität ein," als „die Untersuchung desselben zu der Frage ge- 
di'äugt hatte: Kommt dem reinen Raum etwa transcendeute Realität 
zu? Ist er etwa die Ordnung der absolut realen Welt, welche aufser- 
balb und jenseits unseres subjectiven Bewusstseins liegt?" Sie soll- 
ten, wie wir schon eifuhren, die Phanomenalität des Raumes „im 
letzten und extremsten Sinne bewähren." Statt dessen lautet 
das Resultat doch nur: wir können nicht wissen, „ob abgesehen von 
unserer und jeder ihr homogenen Intelligenz ein unserem Raum 
ähnliches, absolutes Correlat desselben realiter existirt." Wir wür- 
den dieses Misverhältnis zwischen der Behauptung Liebmanns und 
dem Resultat seines Beweises für ein Zeichen halten können, dass 
hier der Zwang der Sache einmal stärker gewesen sei, als die Hoff- 
nung, in derselben eine Bestätigung der eigenen Ueberzeugung zu 
finden, wenn wir nur ein Recht hätten, jenes vorsichtigere Ergebnis 
wirklich als eine Folgerung aus Riemanns „Speculationen" anzu- 
sehen. Dieses Recht besitzen wir jedoch nicht. Liebmann fi"a^te, 
ob aus der Unfähigkeit unserer Seele, einen n-fach ausgedehnten 
Raum vorzustellen, seine transcendeute Existeiizunfahigkeit folge. 
Wir wollen einmal zi^eben, dass in dieser Frage, die den sprin- 
genden Punkt von Liebmauns BeweJsfülu:ung bildet, in Wirklichkeit 
ein Problem enthalten sei, obgleich es schwer denkbar ist, dass 
jemals ein Mensch so töricht gewesen sein könnte, hier die Mög- 
lichkeit einer bejahenden Antwort zu finden. Aber so selbstver- 
ständlich demnach jene Fr^ge verneint werden muss, so deutlich 
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ist doch auch, ilass diese Antwort zu den Theoremen Rieinanns in 
gar keiner sachlichen Beziehung eteht. Denn der Gruud dieser 
Verneinung liegt doch nicht in jenem Begriff der n-fach ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit, sondern in der tatsächlichen Gehundenheit 
uusorer Anschauung an die ihr eigenen Formen. Wir würden für 
joden heliehigen anderen Begriff, den wir dem Begriff einer n-fachen 
Ausgedehntheit suhstituiren wollten, genau zu dersolhen Antwort 
gelangen. Hieraus aher folgt, dasa Liehmanns Untersuchung der 
„metaphysischen Bedeutung" des Begriffs der n-fiwjh ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit zu der geometrischen Theorie des grofsen Mathe- 
matikers in gar keiner sachlichen Beziehung steht, so lange man 
nicht den Umstand, daes er jener Theorie einen Begriff entnimmt, 
der durch jeden möglichen anderen ehenso gut ersetzt worden könnte, 
für eine sachliche Beziehung ausgioht. Diejenigen Beziehungepunkte, 
welche Helraholtz' Untersuchungen, mehr und bestimmter als die- 
jenigen von Riemann, zu der von Liehmann verteidigten Erkenntnis- 
theorie Kants in Wirklichkeit haheu,' werden in der ganzen Abhand- 
lung leider gar nicht berührt. 

Wie dürfen deshalb zu den entgegengesetzten Beetrehungen 
übergehen, die jene mathematischen Ergebnisse für den foi-malen 
Empirismus und ihm analoge erkenntnistheoretische Ueberzeugungen 
in Anspruch nehmen. Davon zwar dürfen wir absehen, dass jenes 
oben schon charakterisirte Misverständnia, wonach die Arbeiten von 
Riemann und Helmholtz direct für den formalen Empirismus plai- 
diren sollen, mehrfach auch in bezüglichen mathematischen Schriften, 
besonders in der bereits citirten Abhandlung von Eosanes"-, den 
Schein einer wolbegründeten, notwendigen Folgerung angenommen 
hat. Die Behauptung aber müssen wir zunächst prüfen, dass jene 
Schriften zu noch gi'öberen Misverständnissen tatsächlich Anlass 
gegeben haben sollen. Von mathematischer Seite ist dieser Vor- 
wurf erhohen woT-den. Felix Klein nämlich, der wie Baltzer der 
Ueberzcugung ist, dass die mathematische Theorie gar keine philo- 
sophischen Consequenzen zulasse, nicht einmal irgend eine psycho- 
logische Ansicht bestätige ^, hat in seinen Vergldchenden Betrach- 



' ßosANES, Ueber die neucBten Untersuchimgem, in Betreff -anserer An- 
aehawmg vom, Räume. 

^ KiEiN, a. a. 0. S. 44. Dort wird gesagt: „Völlig wnabliängig von 
deu eutwickelten Gesiclitspuakteii (der Selbstäüdigkeit des Paralleler 
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tmigm über neuere geometrische Forschungen die Behauptung aus- 
gesprochen, dass die Ausdrucksweise von Riemann imd besonders 
von Hclmholtz, so unzweifelhaft sie manches Gute habe, doch zu 
einem ausgebreiteten Irrtum geführt habe.^ Der Umstand nämlich, 
dass man „statt von den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den 
Punkten eines höheren Kaumes u, s, w," geredet habe, sei von nach- 
teiligen Folgen geworden, sofern „in ausgedehnten Kreisen die Unter- 
suchungen über Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen Dimensionen 
als solidarisch erachtet werden mit der Vorstellung, der Kaum habe 
eigentlich vier oder unbegrenzt viele Dimensionen, wir seien aber 
nur im Stande, drei wahrzunehmen." Jone Redeweise nun sei 
„allerdings dieser Vorstellung entflossen", dennoch sei die 
geometrische Theoiie „ihrem Wesen nach von einer solchen Be- 
hauptung vollkommen unablüingig." Es ist leider richtig, dass ein 
derartiger Irrtum bei vielen, die diesen Untersuchungen selbst fern 
geblieben sind, verbreitet ist — es werden in philosophischen Schrif- 
ten geradezu haarsträubende Dinge von der sogenannten Metama- 
thematik erzählt — , und es ist unzweifelhaft, dass jene Ergebnisse 
nicht den geringetcn Anhalt zu derartigen Conset^uenzen bieten, 



und der Bedeutung def Begnffs einer Mannigfaltigkeit von cunatantem 
KiQciniungainals stellt dif Frage welche Ciunde das Parallelenaxiom 
st itzen ob wii dasselbe al ibsolut g gel cn — wie die En en w llen — 
oder als darü ErfahruD" nur aj.jrotmativ erwiesen — wie die Andern 
sagen — betrachten wollen Die t rage Stellung ist ofienliai eine philo 

sojlnaclie welehe die allgemei: sten 'irundlagen unserer JrkenDtnis betrifft 
Den MathtmatiLer als solchen luteressirt die Fragestellung nicht und er 
wünsiiit ddbs seine UntersucLungen nicht als abhängig betrailitet werden 
vcn der Antwort die maji von der einen oler der andern Seite auf diese 
Frage geben mag Zur Bestreitung dieser ganzen Auffissung genfigt der 
Hinweis auf die obige Eiorteruiig was den letzten Punkt derselben betrifft 
so ist aus dem Früheren ebentalh deutlich dats die mathematiscben Unter 
suchungen von einer philosophischen Entscheidung über den '5inn der &il 
tigkeit des Parallelenajioms nicht abhangig sein können da vielmehi jene 
Entscheidung durch die Resultate dieser Untersuchungen bedingt wird Wie 
übrigens mit dieser Ansicht Kleins dip Behauptung ^ erträglich ist dass die 
betreffenden mathematt liehen Untersuchungen sofort geonietris > e ^ erwen 
düng finden wuiden wenn d c Vorstellung der cl^jednen Realität e ner 
n lach ausgedehnten Mannigfaltigkeit nchtig wäre veimag ich nicht ein 
zusehen 

' Klün a a S 42 f 
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aber diias die Redeweise von Ricmann und HelmhoUz einer solchen 
Vorstellung entflossen sein solle, dafür finde ich keine Spur von 
Beleg. Liebmann hat zwar ebenfalls berichtet, dass er verba ip^s- 
sima von Ilelmholtz besitze, wonach derselbe es fiir möglich halte, 
„dass aufserhalb uuseres Bewuastseina TieUeicht eine Welt von mehr 
als drei Dimensionen existire." * Ich wage jedoch, auch diesem Be- 
richt über eine mündliche Aeufserung allen jenen Unglauben ent- 
gegeuzusetzen, der mit der üeberzeugung von der Competenz des 
Berichterstatters irgend verträglich ist Mir scheint, eine solche 
Hypothese sei nicht allein nirgends in den bezüglichen Schriften 
von Helniholtz angedeutet, sondern sie widei'spreche auch auf das 
unzweideutigste sowol seiner empiristischen Raumlehre als auch 
dem formalen Empirismus seiner Erkenntnistheorie. Für den letz- 
teren ist dies selbstverständlich; unsere Vorstellung des ebenen 
ßaumes ist kein Bild einer n-fach ausgedehnten, natürlich ebenen 
Mannigfaltigkeit. Aber auch die Psychologie kann ein solches reales 
Ungeheuer nicht zulassen, denn vorausgesetzt, es wäre vorhanden, 
so wäre nicht mehr einzusehen, weshalb unsere Anschauung diesen 
ohjectiven Vorhältnissen nicht folgen sollte, da die Raumvorstellung, 
wenn sie nicht als eine von aller Erfahrung absolut unabhängige 
apriorische oder angeborene Form der Erscheinungen behauptet 
werden soll, doch durch die Katur der äufseren Reize positiv be- 
stimmt wird. Zu der Annahme eines aubjectiven Unvermögens aber, 
den objectiven Einwirkungen an sich mehr als dreilaeh ausgedehnter 
Dinge zu folgen, liegt nicht der geringste psychologische Anhvss vor; 
übi-igens würde dieselbe zu Consequenzen fiihren, welche den Prin- 
cipien der Entwicklungstheorie widersprechen, will man nicht die 
müfsige Behauptung gelten lassen, dass die Dinge zwar mehrfach 
ausgedehnt seien, in ihren Einwirkungen auf uns jedoch keine Nöti- 
gung liege, mehr als drei Dimensionen auszubilden. Noch weniger 
würde es natürlich der Physiologie möglich sein. Gründe für die 
Annahme eines vier- oder hundertfach ausgedehnten Raumes zu 
finden, da diese mit allen ihren Untersuchungen in den dreifach aus- 
gedehnten Raum unserer tatsächlichen Anschauui^ festgebannt ist.^ 

' Man vgl. auch 8. 23 dieser Schrift. 

* Ich vermag desLaib nicht zu verstehen, welche Gründe P. Tamneeit 
[Bevue phihs. Novembre 18761 besitzt, eine Auflösung dieses sclieinbar me- 
taphysischen Problems von der Physiologie z 
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Keine Redeweise der Arbeiten von Riemaim und Helmlioltz kann 
also dieser Auffassung entnommen sein, die allen philosophischen 
Consequenzen ihrer Theorie so vollkommen zuwiderläuft. 

Sind wir demnach durch diese Erörterungen von der Furcht 
befreit, es seien irgend welche versteckte Beziehungen zum formalen 
Empirismus oder zu der letzthesprochenen unhezeiclienbaren Vor- 
stellungeweise in unserer obigen Erörtei-ung übergangen worden, so 
werden wir auch unbesorgt der Untersuchung entgegensehen kön- 
nen, welche uns eine solche Beziehung als eine notwendig anzu- 
nehmende kennzeichnen will. Es ist Herr von Hartmann, dessen 
Argumentation wir besprechen müssen. In seiner Schrift: Krt- 
tiscJie Grundlegung des transcendmfalen Realismus finden sich die 
„Erwägungen, welche dem Ding an sich hinsichtlich seines Dar- 
seins und Wirkens auch Räumlichkeit zuzuschreiben nötigen."^ Vor- 
ausgesetzt nämlich, dass die Welt aufeer uns eine gleichzeitige Viel- 
heit aufser einander befindlicher Dinge sei, so folgt, wie Herr von 
Hartmann annimmt, zunächst, dass „die dem Raum entsprechende 
Daseinsform" eine continuirliche Gröfse sein müsse, da die „Mög- 
lichkeit der Bewegung festgehalten werden muse, aus welcher nach 
den Principien der neueren Naturwissenschaft alle, auch die scheinbajr 
qualitativen Veränderungen in den Dingen an sich hervorgehen." 
Diese continuirliche Gröfse nun rauss ferner dreifach ausgedehnt 
sein, denn Räume von einer oder zwei Dimensionen können unsere 
Sinnes wahr nehmungen nicht erklären, eine vierte Dimension aber 
au den gegebenen drei hinzuzudenken, liegt nicht die geringste Nö- 
tigung vor. Endlich aber ist es höchst unwahrscheinlich, dass diese 
dreifach ausgedehnte Gröfee eine andere als unser Raum ist, „denn 
es ist auch nicht das Allergeringste ausfindig zu machen, was für 
den entgegengesetzten Fall spräche, und nicht das Allergeringste, 
was gegen eine solche Identität spräche." 

Es genügt zur Charakterisirung dieser Argumentation, dass wir 
die Voraussetzungen eruiren, welche ihren Foitsthiitt bedingen 
Dem ganzen Beweise liegt der Gedanke zu Grunde, „dass wir ge- 
wisse Merkmale eines höheren Gattungsbegiiffs festzuhiiten haben. 
unter welchen die eventuelle Daseinsloim ebenso wol tollen mnä^ito 
wie die Anschauungsform des Raumes, wt-nn nicht witdeium jede 

' V, Härtmann, a. a. 0. S. V2H ff. 
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Möglichkeit aufgegeben wcvden soll, die Vorgänge unserer Wahr- 
oehmung als Wirkungen der Dinge an sich zu verstehen." Wir 
können diesem Gedanken, der den Zui^anunenlian^ zwischen dorn 
Beweise Herrn von Ilartmanns und der geometrischen ITieorie von 
Riemann und Heimholte vermitteki soll, zunächst eine präcisere 
Fassung geben und sagen: Wenn wir unsere Wahrnehmungen 
als Wirkungen der Dinge verstehen wollen, so müssen wir den For- 
men dieser Dinge gewisse Merkmale beilegen, die unserer Än- 
schauungsform tatsächlich zukommen. Versuchen wir nunmehr, die 
Mittelglieder zu finden, welche Ilypotliesis und Thesis verbinden. 
Unmittelbar folgt aus der Voraussetzimg, dass unsere Wahrnehmun- 
gen Wirkungen der Dinge an sich sind, nur zweierlei, einerseits, 
dass Dinge an sich existiren und auf unsere Seele wirken können, 
andrerseits, dass unsere Wahrnehmungen als die Producte einer 
Wechselwirkung in ihrer Beschaffenheit abhängig sind sowol von 
der Natur der Dinge als von dem Wesen der Seele. Kein Teil die- 
ser Wahrnehmungen daher, so schliefsen wir weiter, weder ihre 
Materie noch ihre Form, kann einem der beiden Factoren jener 
Wechselwirkung für sich zukommen; auch der Raum also kann 
weder eine Form der Dinge noch eine Form der Seele sein, weil 
er eine Form der sinnlichen Vorstellungen ist. Sind demnach unsere 
Wahrnehmungen nach Inhalt und Form nur ein Zeichensyatem für 
die Dinge und ihre Beziehungen, so fo^t, dass auch alle diejenigen 
Vorstellungen, die wir durch ihre Verknüpfung und Trennung bilden 
können, vor allem auch die abstracten Begriffe, aus diesem Chai'ak- 
ter ihres Fundaments niclit heraustreten kömien. Hieraus nun aber 
ergiebt sich, dass die Forderung, Merkmale zu bestimmen, welche 
der Daseinsform der Dinge und der anschaulichen Form unserei' 
sinnlichen Vorstellungen gemeinsam sind, der Natur unseres Er- 
keimens widerspricht. Die Thesis des Herrn v. Hartmann wider- 
spricht also der Hypothesis, durch deren Setzung sie bedingt sein 
soll, in der unvereuibarsten Form. Vorausgesetzt jedoch, dieser 
Grundgedanke des Beweisganges sei in sich gerechtfertigt, so sollte 
folgen, dass jene Daseinsform eine continuirliche Gröfse seiu müsse, 
da sonst die Möglichkeit der Bew^uug der „an sich seienden Atome" ^ 
aufgehoben werde. Herr von Hartmann fügt diesem ersten Schluss 

' V. lUsTMABN, a. a. 0, S. 91. 
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<lie Beschnuikung hinzu: „d- li- es muss mindestens ein Aualogon 
der Bewegung m dem Analogou des Raumes möglich sein." Diese 
sorglose Vorsicht kann uns jedoch an dem eigentlichen Sinn der 
Behauptung nicht irre machen. Denn wir wissen, es handelt sich 
darum, einen Gattun^begriff zu finden, unter dem unser Kaum und 
die entsprechende Daseinsform der Dinge gleicherweise enthalten 
ist; es handelt sich also um identische, nicht um analoge MerkmaJe. 
Dazu kommt, dass für Herrn v. Hartmann die Meinung der materia- 
listischen Naturforscher, die wir nach Kant gewohnt sind, fiir den 
Gipfel aller Ungereimtheit zu halten, dass nämlich die Objecte der 
■Naturwissenschaft die Dinge an sich sind, eine feste erkenntnistheo- 
retische Uebersseugung ist. * Die Daseinsform der Dinge also muss 
coiitinuii-üch sein, damit die Dinge an sich, oder besser die Mole- 
kehi an sich bewegt sein können. Vergleichen wir hiermit die Con- 
sequenzen, zu denen unsere obige Analyse des Hartmannschen Vorder- 
satzes führt. Wir sahen zuletzt, dass alle die Schlussreihen, auf 
welche uns die wissenschaftliche Analyse unserer Wahrnehmungen 
bringen kann, das ursprüngliche Gebiet dieser Ausgangspunkte nie- 
mals verlassen können, um etwa zu der Beschaffenheit der Dinge 
an sich zu fuhren. Schon in diesem Ausdruck einer „Beschaffen- 
heit der Dinge an sich" liegt der Widersinn einei' solchen schein- 
baren Möglichkeit angedeutet. Jene wissenschaftliche Analyse nun 
zeigt uns, dass wir unsere Wahrnehmungen nicht als die ursprüng- 
lichen, immittolharen Ergebnisse jener Wechselwu:kuiig zwischen 
den Vorgängen in den Dingen und unserer psychisdien Tätigkeit 
auffassen dürfen, daas wir vielmehr eine Reihe von Processen vor 
denselben einschieben müssen. Diese Processe nun haben' sich der 
bisherigen Forschung in objectiver Beziehung als Beweguiigsphäno- 
mene der kleinsten selbständigen Körperteile, der Atome und Mole- 
keln ergehen. Selbstverständlich also ist nach dem Vorhergehenden, 
dass diese Bewegungserscheinungen der Atome, d. i. nach der De- 
finition von W. Thomson der „Teilchen Materie von messbaren 
Dimensionen, mit G«stalt, Bewegung und Tätigkeitsgesetzen behaf- 
tet," nichts anderes sind, als die vorläufigen Haltepunkte, welche 
unsere begriffliche und als solche in erkenntnistheoretischem Sinne 
natürlich rein subjective Analyse der Naturerscheinungen, d. i. der 

' V. Haetmann, a. a. 0. S. 70 ff., 111 ff. 
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Wahmehmungsobjecte zu setzen genötigt ist. Ebenso selbstver- 
ständlich allerdings ist andrerseits, dass diese Bewegungsphänn- 
mene nicbt in demselben Sinne subjectiv sind wie jene Wahmeli- 
mungaobjecte; sie constituireii die Weltanscbauimg, zu welcher unser 
Causalitätebedürfnis die Interpretation der sinnlichen Erscheinungen 
notwendig hinführt, während das sinnliche Weltbild, das aus der 
Synthese der unmittelbaren Wahmehmungsobjecte entsteht, ledig- 
lich praktischen und ästhetischen Bedürfnissen genügen soll Hier 
betrachten wir unsere Vorstellungen naiv als Eigenschaften der 
Dinge, dort suchen wir die Voraussetzungen zu finden, welche uns 
diese Vorstellungen als Wirkungen der kleinsten Körperteile ver- 
ständlich machen. Dai'in liegt allerdings ein Cirkel, aber ein sol- 
cher, der durch die Natur unseres Erkennens notwendig gemacht 
wird und deshalb durch kein Wissen aufgehoben werden kann, den 
wir als transceiidente Illusion begreifen müssen. Wir können nur 
Voraussetzungen suchen wollen, welche unser Erkennen begreiflich 
machen, nicht Hypothesen, welche die Natur der Dinge erkennen 
lassen. Hieraus folgt demnach wiederum, dass die Möglichkeit der 
Bewegmig, die allerdings durch keine Theorie angetastet werden 
darf, ohne Beziehung ist auf die Frage, deren Discussion uns vor- 
liegt, Herrn v. Haiimanns Forderung verlangt also einerseits we- 
niger, als sie verlangen sollte, denn sie bezieht sich lediglich auf 
die Verhältnisse unseres Änschauungsraums; sie beansprucht jedoch 
siugleich mehr, als wir ihr jemals zugestehen können, denn sie will 
für die Daseinsform der Dinge unseren Anschauungsraum, in 
dem die Synthese der Empfindmigen sich vollzieht, der zugleich die 
Beziehungsform der kleinsten Körperteilchen ist. Der folgende Teil 
des Beweises lässt diese Subreption noch deutlicher hervortreten. 
Die Daseinsforra des Aufsereinander der Dinge kann nicht zweifach 
ausgedehnt sein, weil die Verschiebungen der Wahmehmungsbilder 
durch denselben dami nicht erklärt werden könnten; sie kann nicht 
vier Dimensionen besitzen, da, wenn „die transcendentc Beschaffen- 
heit der Dinge eine solche vierte Dimension" aufwiese, wir nach 
so langer Zeit auch eine Nötigung empfinden müssten, „zur Hilfs- 
construotion derselben fortzuschreiten," obgleich übrigens „diese 
vierte Dimension eine subtile Frage ist, deren Beweisführung dem 
Behauptenden obliegt." Machen wir uns diesen neuen, wunderbai'en 
Gedanken recht deutlich. Sein urstcr Teil bcHagt; Setxon wir den 
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dreifach ansgerlelmtL'ii ebenen Raum unserer Anschauung als ge- 
geben voraus, so kann doch der transceudente Rauni, die Daseina- 
foiTu der Dinge nicht zwei Dimensionen besitzen, weil derselbe daiin 
,,zu jeder Erklärung von Sinn es wahr nehmungen unbrauchbar wäre, 
da die Wissenschaft durch den Zwang der Tatsachen dazu gefiihi-t 
werden müsste, über die blofse Fläche hinauszugehen, durch welche 
schon der instinctive oder unbewusste Vorstellungsprocess beim 
Wahrnehmen gezwungen wurde, über die zunächst gegebene Fläche 
zur dritten Dimension hinauszugehen, um sich bei gewissen Ver- 
änderungen und Verschiebungen der Wahrnehmungsbilder vernünf- 
tiger Weise entsprechende Vorige in de]i Dingen an sich denken 
zu können." In der Tat, gegen eine solche Auffassung lässt sich 
nicht streiten; man muss keinen Sinn für den Satz rom Widerspruch 
haben, um sie denken zu können. Zeigt der erste Teil dieser Be- 
hauptung demnach, da^ es keine undenkbaren Gedanken giebt, so 
beweist der zweite, dass auch die zutreffendsten Gedanken durch 
die Berührung mit derai-tigen Vorstellungsgnippen angekränkelt 
werden. Denn entkleiden wir das Argument Herrn v. Hartmanns 
seines naiven Sensualismus, so bleibt die berechtigte Bemerkung 
zurück, dass unser Raum ein vierfach ausgedehnter werden müsste, 
falls irgend welche Verhältnisse in den Dingen zu einer solchen 
Ausbildung der Anschauung antreiben würden. Es ist nach alle- 
dem erklärlich, dass Herr v. Hartmami über die MaJsbeziehungen 
unseres Raumes, d. h. über seine Ebenheit, die zu einer gegründeten 
skeptischen Vorsidit Äidass giebt, und überdies die vor^ufig allein 
berechtigten Anhaltepuidcte für mechanische Consequcnzen bietet, 
die vortrefflich zu allerhand Conceptionen über die Beschaffenheit 
der Dinge von dem Speculationsbedürftigen verwendet werden könn- 
ten, mit vollem Stillschweigen hinweggeht. Dorn seine letzte Schluss- 
folgerung behandelt nur die überdies ohne alle Präcision gestellte 
Frage, ob der Raum der Dinge nicht trotz seiner erwiesenen Con- 
tiimität und dreifachen Ausgedehntheit dem Anschauungsraum der 
sinnlichen Objecte sehr unähnlich sei. Dass Herr v. Hartmann diese 
Frage in erkenntnistheoretischer Beziehung mit der Bemerkung ab- 
fertigt, dass nichts für die Nichtübereinstimmung imd nichts gegen 
die Uebereinstimmung beider Formen spreche, kann uns kein Wunder 
nehmen. Fechner hat offenbar zur Charakterisirung solcher Beweis- 
führungen den Sclduss vorher erfunden, durch den er lange vor der 
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Veröffentlichung der Jicuen geometrischen Theorieo als Dr. Mises 
die Möglichkeit einer vierten Dimension mit feinem Spott erwiesen 
hat: „Soll etwa die Welt incht über drei zählen können? Es ist 
auch nicht der allei^eringsto Grund da, warum sie bei drei auf- 
hören sollte; und so schliefse ich nach dem Gesetz des zureichenden 
Grundes, dnss sie wirkhch nicht dabei aufhört." 

Diese Analyse des Hartmannschen Beweises, welche leider aus- 
führlich werden musste, da derselbe den Schein einer begründeten 
erkenntnistheoretisclien Ueberzeugung zu erwecken vermag, beweist 
wiederum, dase auch hier die Beziehung zu der allgemeinen Geo- 
metrie idcht aus dem Wesen der letzteren entspringt. Die einzigen 
Merkmale unseres Baumes, welche für denselben tatsächlich benutzt 
werden, die Continuität und die Ausdehnung nach drei Dimensionen, 
sind gerade diejenigen, welche als sichere Eigentümlichkeiten un- 
serer Anschauung lange erkannt waren, diese aber werden überdies 
in einer Weise verwendet, die nicht von ihrer besonderen Natur, 
sondern von der allgemeinen Beschaffenheit der erkeimtnistheore- 
tischen Ansichten Herrn v. Hartman]i8 abhängig ist. Es ist eben 
nur ein Schmuck, der den dürren Beweisgang weniger deutlich 
hervortreten lässt. Unser Ergebnis, dass die Besultate der allge- 
meinen Geometrie auf die besonderen Formen des Empirismus der 
Erkenntnistheorie ohne Einfluss sind, bleibt unverändert bestehen.^ 

Wir dürfen deshalb zu den Consequenzen übergehen, die für 
die logische Seite des Baumproblems resultiren. Da wir genötigt 
waren, dieselben bereits am Beginn der Untersuchung vorwegzu- 
nehmen^, so können wir uns hier auf den Nachweis beschränken, 



' Ich habe oben nur diejenigen der mir bekannt gewordenen Einwürfe 
gegen resp, Folgerungen aus der geometrischen Theorie von Eiemann und 
Helmholtz kritisch erörtert, die mir allgemein charakteristisch zn sein schei- 
nen. Auf die Einwendungen, welche Scebitz-Dcmokt in seiner Schrift; 
Zeit und Raitm in ihren denknotteendigen Bestimmungen abgeleitet aus dem 
Satze des Widerspruchs (I. Leipzig 1875.) und in seiner neuesten Abhand- 
lung über die Bedeutung der Fan^eometHe (Leipzig 1877.) erhoben hat, bin 
ich nicht näher eingegangen, weil dieselben, soweit sie meines Erachtens 
zutreffend sind, gegen eine Auffaasnngs weise polemisiren, die weder in Bie- 
manns noch in Helmholtz' Arbeiten enthalten ist. Diejenigen Bedenken aber, 
welche ane seiner Auffassung des Raums entspringen, sind hinfällig, wenn die 
obigen Ausführungen auch nur in ihrem allgemeinsten Gedanken zutreffend sind. 

* Vgl. S. 41 ff, dieser Schrift. 



Hosted by 



Google 



— 133 — 

d.if^ (lip ilort «iiabhäiigig von den jetzt gewonnenen Ergebnissen 
aufgestellten Ansichten auch von rlen nunmehr erhaltenen Gesichts- 
punkten aus bestätigt werden. Die Lehre zunächst, dass die Raum- 
vüistellmig uns als Eaumanschauung gegeben ist, wird durch die 
Theoreme der allgemeinen Geometrie nicht beiiihrt; dieselbe fordert 
dagegen, dass ein Gröfaenbegriif vom Räume gebildet werde. Diesen 
Gröfeenbegriff nun haben wir genau auf demselben Wege entwickelt, 
der alle unsere Begriffsbildung leitet, wenn sie im bewussten Denk- 
process vollzogen winl: wir haben den Gattungsbegriff bestimmt, 
dem er subsumirt werden muss, sodann die Reihe der Artbegriffe 
wenigstens angedeutet, dio diesen Gattungsbegriff determinii'en, und 
endlich diejenigen Artbegriffe genauer besprochen, die unserem 
Größenbegriff coordinirt sind. So gelangten wir zu einer festen 
Definition dessoibon. In einem einzigen Punkte war unsere Unter- 
suchung von den üblichen Doductionon dieser Äii unterschieden, 
aber diesen Punkt hatte unsero Darstellung mit den Erörterungen 
aller entsprechenden mathematis<;hen Begriffe gemein. Der allge- 
meinste Gattungsbegriff nämlich, zu dem wir gelaugten, der Begriff 
einer n-fach bestimmten Mannigfaltigkeit überhaupt, ist kein höch- 
ster Begriff in dem Sinne der gewöhnlichen logischen Forderungen. 
Jene Begriffe entstehen durch die Äbstraotion von immer neuen 
Merkmalen, dieser Begriff ging aus der unbestimmten Erweiterung 
eines besonderen Merkmals hervor. Darin liegt aber kein Wider- 
spruch gegen die logische Theorie, sondern eine Modification der- 
selben, die durch eine in der allgemeinen Erörterung der logischen 
Wissenschaft nicht einbegriffene Anwendung auf die eigenartige 
Natur des Zahlbegriffs ei'forderlidi wird, dessen gleichartige Syn- 
thesis eine solche Erweiterung möglieh macht Charakteristisch 
dabei ist, daas sie nur ins unbestimmte, nicht ins unendliche gestei- 
gert werden kann; da der Begriff des TJnendlichgrofsen nicht den 
allgemeinsten sondern lediglich einen bestimmten Grenzfall bezeich- 
net, der nur beziehungsweise gesetzt werden kann. Eigenartig da- 
gegen war die Büdnng des Raumbegriffs, zu dem wir diesen Gröfaen- 
begriff dadurch umformten, dass wir seine Merkmale auf den Inhalt 
der uns gegebenen Anschauung übertrugen. Diese Besonderheit 
des Weges wird jedoch dadurch erfordert, dass die anschauliche 
Grundlage dieser ganzen Begriffssysteme in eigentümlicher Weise 
von den sonstigen Fundamenten unserer begrifflichen Entwicklungen 
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abweicht. Das Begriffssystem z. B., dessen AufstelluDg die Aufgabe 
der botanischen und zoologischen Wissenschaften bildet, ordnet eine 
grofse Anzahl anschaulich gleichmäfsig gegebener und insofern an- 
schaulich coordinirter Objecto derartig zusammen, dass jedem ein- 
zelnen derselben nach der Natur seiner spezifischen Merkmale und 
dem Zusammenhang derselben mit den übrigen eine bestimmte Stel- 
lung zn allen anderen angewiesen werden kann; und die Ueber- 
zeugung, dass alle diese Objecte ohne jede Ausnahme durch all- 
mähliche Variation der einfachsten entstanden sind, daas also sehr 
viele Uebergangsstufen zwischen den einzelnen vorhanden sein müs- 
sen, kann sogar da, wo jene Bindeglieder uns m den älteren Ei-d- 
schichten nicht airfbewahrt sind, in manchen Fällen dazu fiiliren, 
die fehlenden Objecte anschaulich aus den vorhandenen und auf- 
gefundenen zu reconstmiren. Dieselbe Ableitung gilt in entsprechen- 
der Weise auch für die formalen Naturwissenschaften, die Physik 
und die Chemie, obschon der bisherige Stand unserer Kenntnisse 
uns nicht berechtigt, die lichtvolle Hypothese Darwins auch für 
diese Wissenszweige zur Geltmig zu bringen, da die von uns bis 
jetzt entdeckten Natm^gcsetzo selbst als die Grundlagen aller Ent- 
wicklung nicht ebenfalls als entwicklungsfähig angesehen werden 
dürfen. Anders verhält sich dies mit dem Begriflssystem der all- 
gemeinen Geometrie. Hier ist uns nur eine einzige, allgemeine An- 
schauung, die unseres Raumes, unmittelbar gegeben; eine begriff- 
liche Entwicklung, derselben kaim daher nur mittelbar erfolgen. 
Wie wir oben gesehen haben, wird eine solche dadurch möglich, dass 
sich erstens aus jeucr Anschauung heraus geometrisch ein System 
von Mafsbeziehungon anschaulich eruiren lässt, welches trotz aller 
Gleichartigkeit seiner Formen doch ebenfalls unendlicher Variation 
fähig ist, und dass zweitens diese Mafsbeziehungen sich als Gröfsen- 
begriffe auch rein analytisch definiren lassen, "Demi die Gleich- 
artigkeit jener Formen mit der allgemeinen Anschauung macht nicht 
nur möglich, die Grmidbegriffe ihrer Mafsbestimmungen auf jene 
Anschauung selbst zu übertragen, sondern auch gcnmfs den Ge- 
setzen, die ihi-er eigenen Entstehung zu Grunde liegen, so zu er- 
weitern, dass das ursprüngliche System zum Spezialfall wird. Diese 
Entwicklung nun führt zugleich zu einem Ergebnis, welches zeigt, 
dass wir trotz des rein begrifflichen, abstracten Charakters des Systems 
doch das Recht haben, nicht blofs den Grüfsenbegriff unseres Rau- 
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mcs, sondern auch einen Raunibegiiff zu bilden, d. L. also die aua^ 
lytischen Merkmale des ersteren anschaulich zu interpretiren. Da 
nämlich die Grundlagen unserer Mafsbestimmungen empirischer 
Natur sind, so folgt, dass wir auch im Stande sein müssen, die an- 
schaulichen Vorstellungen, die ein pseudosphärischer oder sphä- 
rischer Raum bieten würde, gemäis den Gesetzen unserer tatsäch- 
hchen Wahrnehmungen zu entwickeln. Dadurch wird zwar die 
Einzigartigkeit unsei'er Raumanschauung selbst nicht aufgehoben, 
denn die allgemeine Anschauung eines pseudosphärischen oder sphä- 
rischen Raumes mit bestimmtem Krümmungsmafs vermögen wir 
nicht zu condpiren; aber jene Einzigartigkeit hört auf, eine absolute 
zu sein, sofern wir gleichartige Teile jener Räume anschauHch flxi- 
ren und mit den Mafsbeziehungen der Teilvorstellungeii unseres 
Raumes vergleichen können. Die Begriffe jener Räume dajgegen 
lassen sich mit all' jener Klai'heit und Deutlichkeit bilden, welche 
die discursivo Natur der begrifflichen Erkenntnis überhaupt zu- 
lässt. Deshalb haben wir das Recht, auch von einem Raumbegriff 
zu sprechen. Zugleich aber wird deutlich, weshalb wir denselben 
nicht unmittelbar bilden kömien , sondern den Umweg durch den 
GrÖfsonbegriff machen müssen. Die linbodingto Gewöhnung an die 
besondere Natur unseres Raumes, die sehr früh schon beginnt und 
fester wird als fast alle die übrigen Gewöhnungen unserer psychi- 
schen Tätigkeit, hat den Erfolg, dass vdr weder jene anschaulichen 
Teilvorstellungen der krummen Räume noch die allgemeinen Be- 
griffe derselben anders als unter der Anleitung der analytischen 
Entwicklung abzuleiten vermögen. Diese Gewöhnung übrigens ist 
es auch, welche zunächst und zumeist dazu beigetragen hat, den 
neuen Fortschritt der geometrischen Wissenschaft für die Gegen- 
wart aufzusparen; dieselbe macht es auch den neuen Resultaten so 
schwer, sich allgemeinen Eingang und volles Verständnis zu ver- 
schaffen. 

Es wird deshalb zweckmäfsig sein, die bisher erhaltenen Re- 
sultate in eine allgemeine Theorie der Geometrie zusaaumenzufassen. 
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GEÜNDZUGE EINEE THEOEIE DEE GEOMETBIE. 

Unsere letzte Aufgabe ist es denmacli, zu untersuchen, zu 
welcher Auffassung des Wesens der geometrischen Wissenschaft 
überhaupt die bisher besprochenen philosophischen Cousequenzen 
der matliematisehen Raumtheorie hinleiten. Ei-st diese Besprechung 
wird dazu führen, die zweite der im Eingang unserer Erörterungen 
aufgeworfenen Fragen, das philosophische Problem des Axiomen- 
systems^, im Zusammenhange zu beantworten. Auch ein solcher 
Einflusa allerdings ist der geometrischen Theorie abgestritten wor- 
den, und zwar von einem Mathematiker, der die Bedeutung der- 
selben für die Feststellung des Axiomensystems in vollem Mafse 
anerkennt. Baltzor behauptet in der Vorrede zu seiner Geometrie ^: 
„Wenn man die Axiome der Geometrie als Hypothesen oder als 
Tatsachen auffegst, auf welche die Geometrie gegründet ist, so ist 
mau weit entfernt, die Geometrie als hypothetisch oder als empirisch 
hinzustellen; man bezweifelt damit nicht die Richtigkeit der Geo- 
metrie und man behauptet nicht, dass ein Satz derselben durch 
Versuche und Beobachtungen erschüttert werden könnte," Dass 
jedoch die üeberzeugung von der empirischen, hypothetischen Natur 
der Axiome die allgemeine Ansicht von der Stellmig der Geometrie 
unter den übrigen Wissenschaften sehr- bestimmt beeinflusst, wird 
schon durch den Hinweis auf die Geschichte der philosophischen 



■ Vgl. S. 15 ff. dieser Schrift. 

* Baltzbk, Elemente der Maiheaiatik. i. Auti, Leipzig 1871. Bd. II. 
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Theorie der Mathematik be?:eogt. Die folgenden Erörterungen sol- 
len überdies zeigen, dase die empiristische oder rationalistische Auf- 
fassung der Axiome sogar von fundamentaler Bedeutung für die 
allgemeine Lehre von dem Wesen der Geometrie ist, sofern sie den 
zweiten für diese Lehre mafsgebenden Punkt, die Ansicht von der 
Beschaffenheit der Coiistructionsbegriffe, auf das unzweideutigste 
mitbestimmt Es lässt sich sogar behaupten, dass auch die allge- 
meine Theorie der Mathematik überhaupt mit der besonderen Lehre 
von den geometrischen Axiomen so eng verbunden ist, dasa die eine 
durch die andere in ihren wesentlichen Elementen gegeben ist. üa 
auch dieser' Nachweis im Folgenden an einem wichtigen Punkt ver- 
sucht werden soll, so sei von vornherein bemerkt, dass die ent- 
wickelte Theorie der Geometrie zugleich den Anspruch erhebt, in 
der Hauptsa<ihe auch für die Mathematik überhaupt giltig zu sein. 

Da die besondere Beschaffenheit einer jeden Wissenschaft be- 
dingt ist einerseits durch die Natur ihres Gegenstandes andrer- 
seits durch die Art ihrer Methode, so werden wir diejenige Bestim- 
mung dieser beiden Begriffe zum Ausgangspunkte nehmen, die uns 
durch die bisherigen Ergebnisse unserer Untersuchung schon ge- 
geben ist. 

Wir haben die Geometrie oben definirt als die Wissenschaft 
von den Mafsbeziehungen unseres Raumes. Der Begriff ihres Gegen- 
standes wird demnach bestimmt sein, wenn erstens der Mafsstab 
angegeben wird, den sie zu ihren Vergleichungon braucht, und zwei- 
tens nachgewiesen wird, welches die Einheiten sind, auf die jener 
Malsstab bezogen werden kann. Elementare Mafsstäbe besitzt die 
Geometrie, wie früher gezeigt, nur einen einzigen: die gerade 
Linie; alle anderen Maisstäbe, z. B. der rechte Winkel oder das 
Quadrat als Flächeneinheit, lassen sich auf diesen einen zurück- 
führen, Die Mafsstäbe der Geometrie sind demnach, allgemein ge- 
nommen, die Constructionsbegriffe derselben. Die Einheiten dagegen, 
die den besonderen Inhalt jener Mafsstäbe ausmachen, liegen in den 
Axiomen, die unseren Baum als eine dreifach ausgedehnte congruente 
und ebene Mannigfaltigkeit chai'akterisiren. Die Frage naeh dem 
Gegenstand der Geometrie reducirt sich somit auf die Frage nach 
dem Wesen ihrer elementarsten Axiome und Definitionen. Diese 
Vereinfachung der Problemstellung gilt nicht für die Geometrie 
allein; sie kommt auch allen denjenigen Disciplinen zu, die sich 
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mit der Guüinetric in den Bogriff der reinen Mathematik vereinigen 
lassen, der Arithmetik nämlich und der Algebra. Die eratere ist 
analog der Geometrie die Wissenschaft von den Gleichheitsbeziehuu- 
gen der Zahlen; auch ihr Gegenstand läset sich deshalb, obwol das 
Vergleichen in ihr in Folge des Gegensatzes der continuirlichen 
RaumgrÖfsen ku der für sich d. h. vor ihrer Uebertragui^ auf den 
Zeitbegriff discreten Zahlgröfse ein andersgeartetes ist, auf eine be- 
grenzte Anzahl elementarer Definitionen und Axiome zurüclffuhren. 
Dass eben , dasselbe auch in der Algebra stattfindet, wird schon 
daraus deutlich, dass sich die Geometrie wie die Ärithmetili als 
spezielle Fälle aus dei'selbcn herleiten lassen, sofern in ihnen die 
verschiedenartigen logisch gleich möglichen Formen der stetigen 
und discreten Gröfsen durch besondere m'sprünglieh gegebene Be- 
dingungen näher begrenzt sind. Die algebraischen Axiome und 
Definitionen der Gröfsengleichheit bilden deshalb das gemeinsame 
Fundament auch jener beiden speziellen Wissenschaften. Die Frage 
nach dem Wesen der Axiome und Definitionen der Geometrie ist 
demnach dem allgemeineren Problem nach den Gnindlagen der rei- 
nen Mathematik vollkommen analog. Dass diese Gleichartigkeit auch 
in materieller Hinsicht vorhanden ist, wird deutlich, sobald wir 
darauf aditen, in welchem gemeinsamen Gegensatz dieses axioma- 
tische und definitioneile Fundament der reinen Mathematik gegen 
die Grundbegrifl'e der übrigen Wissenschaften steht. Nehmen wir 
als- Beispiel die Grundbegriffe einer philosophischen Wissenschaft, 
etwa der Psychologie. Diese, z. B. die allgemeinen Begriffe des 
Denkens, Fühlens und Wollens, der allgemeine Begriff der psychi- 
schen Tätigkeit und andere sind, trotzdem sie im eigentlichsten 
Sinne als Grundbegriffe betrachtet werden müssen, da sie bei der 
Auffassung und Lösung jedes besonderen Problems mitwirken, den- 
noch, je allgemeiner desto mehr, die schwierigsten, dunkelsten Be- 
griffe, die letzten Probleme der Wissenschaft. Die Geschichte der 
Psychologie zeigt, ein wie hoher Abstractionsgrad dazu gehörte, sie 
überhaupt zu concipiren; der Begriff der psychischen Tätigkeit in 
unserem Sinne z. B. ist, wie bekannt, der Psychologie der griechi- 
schen Denker noch vollständig fremd, erst durch Cartesius' Tren- 
nung der geistigen und ausgedehnten Substanz entstanden und erst 
durch Leibiiiz' Auflösung der Bewegungsvorgänge in die 'geistigen 
Vorgänge der Monadcnwelt näher entwickelt worden. Die Gruiid- 
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begi-iffo der Geometrie dagegen sind die einfachsten, selbstverständ- 
lichsteu Abstractioncn ihres Gebiets, deren eystematisclie Aufzählung 
zu den frühesten ErruugenBchaften des geometrischen Denkens ge- 
hört. Jene Grundbegriffe der übrigen Wissenschaften gehören fer- 
ner, wie aus ihrer schwankenden Stellung sofort folgt, zu den am 
meisten veränderlichen Begriffen derselben; ihrem Inhalt wie ihrer 
Form nach haben sich die allgemeinsten Vorstellungen über das 
Wesen der Seele von Epoche zu Epoche umgestaltet und noch heute 
sind sie so wenig gesichert, daas eine wesentliche Erweiterung und 
Vertiefung derselben nichts weniger als ausgeschlossen ist. In 
schneidigem Gegensatz hierzu befindet sich das Fundament der 
Geometrie und der reinen Mathematik überhaupt. Keine der mannig- 
fachen mathematischen und philosophischen Streitigkeiten, die um 
dasselbe erregt worden sind, hat ihren Inhalt verändert, etwa Merk- 
male zu Tage gefördert, die zu einer Aenderung irgend einer bereits 
erworbenen Lösung selbst des speziellsten Problems hätten führen 
können. Keine der vielfachen Erweiterungen femer, die dem eukli- 
dischen System zugefügt worden sind, hat es notwendig gemacht, 
auch nur eine einzige der früher gebrauchten Voraussetzungen auf- 
zugeben. Nicht eine der unzähligen theoretischen und praktischen 
Anwendungen derselben endhch hat zu dem Resultat geführt, dass 
eins der Axiome oder eine der Definitionen ungehörig soi, absurde 
oder cmpirisdi falsche Consequenzen erzeuge, so dass wir in Wirk- 
lichkeit dahin gelangt waren, die Erscheinungen der Körperwelt 
gar nicht mehr darauf hin zu untersuchen, dass sie zu einer Cor- 
rection der geometiischen Grundlagen Anlass geben könnten. Und 
selbst seitdem eine solche Möglichkeit verständlich geworden ist, 
hat doch nichts bis jetzt zu der Vermutung berechtigt, dass eine 
solche Correctur einmal erforderlich sein werde. In engstem Zu- 
sammenhang hiermit steht die Geltung der mathematischen Grund- 
begriffe. Sie sind von den Anhängern rationalistischer Theorien 
immer als das Vorbild unbedingt allgemeiner und notwendiger Er- 
kenntnisse angesehen worden, und selbst die entschiedensten Em- 
piristen haben sich der Anerkennung nicht verschliefsen können, 
daas ihnen jene Prädicatc in ohier Weise zukommen, die sie vor 
den allgemeinen Erkenntnissen aller übrigen Wissenschaften in eine 
weitaus bevorzugte Stellung bringt. 

Nicht minder deutlich als diese Verschiedenheit des Gegen- 
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Standes ist der (legeiisatK der Methode der Mathematik gegen die 
Methode der anderen Forschungsgebiete. Weua auch nicht bezwei- 
felt werden kann, dass die Induction sowol für die Auffindung der- 
Probleme als auch für die nicht selteneai Fälle einet Vorwegnähme 
der Lösung vor dem Auffinden des strengen Beweises auch iu der 
Mathematik von grofser Bedeutung ist, wie dies Gauss z. B. für das 
Gebiet der Zahlentheorie oft genug betont hat, so ist doch andrer- 
seits ebenso sicher, dass die Deduction ^ die Fonu jedes mathema- 
tischen Beweises ist und dass dieselbe in ihnen mit einer Strenge 
zur Anwendung kommt, die ohne Gleichen ist Dadurch ist die 
Mathematik allerdings nur von den Disciplinen geschieden, die wir 
jetzt gewöhnt sind, als inductivezu betrachten, den formalen und mar- 
tcrialen Naturwissenschaften, sowie den geschichtlichen Geistes- 
wissenschaften, Jedoch selbst wenn die formale Grundwissenschaft 
der Philosophie, die Psychologie, an irgend einem Punkte zu we- 
sentlich deductiver Untersucliung Anlass geben konnte, wio dies bei 
den normativen philosophischen Doctrincn, der Logik, Erkenntnis- 
theorie, Ethik und Aesthetik in gewissem Sinne allerdings der Fall 
ist, so würde doch immer noch ein tiefgreifender Untorachied zwi- 
schen der philsosophi scheu und mathematischen Deduction bestehen 
bleiben. Denn dass es möglich sei, die allmähliche Beschränkung 
der Ausgangsgebiete in den normativen philosophischen Wissen- 
schaften, die kurzweg als deductive bezeichnet werden mögen, auf 
rein apriorischem Wege durch Hinzunahme rein apriorischer Be- 
griffe und Anschauungen zu vollziehen, ist eine Ansicht, deren Be- 
rechtigung durch das Vorurteil Kants nur so lange zugestanden 
werden konnte, als seine verhängnisvolle Abweisung der Psychologie 
in Kraft blieb. Sie ist durch das Schicksal der idealistisch-rationa- 
listischen Philosophie nach Kant gerichtet. Die mathematische De- 
duction dagegen ist, wie auch die empiristische Theorie nicht leug- 
nen kann, von jeder besonderen Erfabmng bei dem Fortschritt ihrer 
Entwicklungen des einmal gegebenen Axiomensystems vollstä,ndig 
unabhängig, trotzdem sie in unvergleichlich höherem Grade als jede 
andere Wissenschaft mit den Ergebnissen der Erfahrmig überein- 
stimmt, da nicht sie durch die ErfahruTig, sondern bisher die Er- 

' Ich setze als erwiesen voraus, dass kein Syllogismus ohne Induction 
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falirung überall durch sie corrigirt worden ist. Selbst für den Ra- 
tionalismus, der eine Gleichartigkeit einzelner oder aller philoso- 
phischen DisciplinoTi mit den Doctrinen der reinen Mathematik be- 
haupten wollte, würde dieser Gegensatz insofern bestehen bleiben, 
als jene vermeintlich absolut apriorische Methode bisher nie zu dem 
Roaultat einer allgemeinen, allem Fortschritt der Erfahrung über- 
legenen Einstimmigkeit geführt hat, während dioselbe den geome- 
trischen Theoremen stets zu Teil geworden ist. 

Das allgemeine Problem von dem Wesen der Geometrie resp. 
der reinen Mathematik reducirt sich demnach auf zwei Fragen. 
Die erste lautet: In welchem Sinne kommen den Axiomen und 
Definitionen der Geometrie die Prädicate der Einfachheit, der Un- 
verändei'lichkeit, der Allgemeinheit und Notwendigkeit zu? Die 
zweite will wissen: Wie erklärt sich der Gegensatz der deductiveu 
Methode der Geometrie gegen die inductive resp. deductive Methode 
der übrigen Wissenschaften? 

Die erste dieser Fragen gliedert sich in dreifacher Weise; denn 
sie ist vollständig erst gelöst, wenn die Eigenart der geometrischen 
Grundlage sowol an den Axiomen der Rairnivorstellung, wie an den 
Definitionen der Constructionsbegriffe und den Axiomen der Grolsen- 
gleichheit, die aus der allgemeinen Grölsonwissenschaft hinzukom- 
men, erklärt worden ist. 

Den Eingang in diese Untersuchung möge eine Betrachtung 
vermitteln, welche das Verhältnis der eigentlich geometrischen 
Grundlage, der Axiome und Definitionen der Raumvorstellung zu 
der Gesammtnatur dieser Vorstellung begrifflich fest zu bestimmen 
erlaubt. An früherer Stelle haben wir die Prädicate unserer Raum- 
vorstellung gemäfs der bereits von Riemann angegebenen Unter- 
scheidung zerlegt in solche, welche die Ausdehnungsverhältnisse, 
und in solche, welche die Mafsbeziehungen derselben betreffen. 
Diese Teilung können wii- nunmehr, gestützt auf Andeutungen, die 
besonders in dem letzten Vortrage von Helmholtz vorhanden sind, 
einer zweiten subordiniren. Die rationalistischen Raumtheorien 
haben ausnahmslos behauptet, dass die Raum vor Stellung, die der 
Geometrie zu Grunde Hege, rein formaler Natur sei, etwa wie bei 
Kant, der diese Ansicht am schärfsten zum Ausdruck gebracht hat, 
die reine Form unserer äufseren Anschauung sei. Denn wenn der- 
selbe auch, besonders in der zweiten Auflage der Kritik der reinen 
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Vernunft, den Raum als blofse Fonn der Anschauung von dorn 
Raum, aofern er als Gegenstand vorgestellt wird, sorgfältig unter- 
scheidet, so soll doch das, was die concrete Vorstellung mehr ent- 
hält, lediglich die synthetisdie Verbindung des Mannigfaltigen a 
priori zur Einheit der Äpperception sein, so dass der apriorisch 
formale Charakter des Inhalts gewahrt bleibt. Auch die empiristi- 
schen Theorien sind bisher zu keiner schärferen Trennung der ver- 
schiedenartigen Bestandteile unserer KaumvorsteUung gelangt. Die 
obigen Ausfuhrungen dagegen setzen uns in den Stand, auch an 
der Raumvorstellung jene Scheidung von Inhalt und Form, die füi- 
jede einzelne Vorstellung notwendig ist, bestimmt zu vollziehen. 
Unter der Form der Vorstellungen verstehen wir dabei in allgemei- 
nerem Sinne als Kant lediglich die Art der Ordnung des Vorstel- 
lungsinhalts; als den Inhalt derselben bestimmen wir dagegen, eben- 
falls in weiterer Fassung als Kant, das Mannigfaltige, das in jener 
Form geordnet ist. Hüisiclitlich der Form also sehen wir davon 
ab, ob resp. in wie weit sie als Tätigkeit gedacht werden soll, d. b. 
als dasjenige, welches macht, dass das Mamiigfaltige geordnet 
werden kann, und wir lassen es ebenso unbestimmt, ob dieselbe, 
wenn sie auch aelbstverstandbch nicht jenes Mannigfaltige selbst 
sein kann, nicht doch wenigstens von diesem Stoff abhängig ist. 
Dementsprechend beschränken wir das Mamiigfaltige nicht auf die 
Empfindung als solche, sondern beziehen es auf jede Gruppe von 
Merkmalen, die sich als geordnet ansehen läast. Wenn wir diese 
Abstractionen auf die Raumvorstellung übertragen, so folgt, dass 
wir als Form des Raumes diejenigen Merkmale desselben bezeich- 
nen köiuien, welche allen Ausdehnungs- und Mafsverhältnissen der 
Ausgedehntheiten gleicherweise zu Grunde liegen, also sowol den 
Mannigfeltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen als auch den 
verschiedenen Arten einer und derselben Ausgedehntheit, etwa den 
sphärischen, pseudosphärischen und der ebenen tn derselben Weise 
zukommen. Demi diese Merkmale, die wir km-z unter dem Aus- 
druck einer Reihenform des Aufsereinander begreifen können, 
bedingen in allgemehister Weise die Ordnung des räumlichen Manin'g- 
Mtigen gegenüber der Ordnung der anderen stetigen, mehrfach 
bestimmten Mannigfaltigkeiten. Wol zu unterscbeidoji von dieser 
blofsen Form des Aufsereinander sind die Ausdehnungs- und Mafs- 
beziehungen, welche ihr einen beatinnnten Inhalt geben, für unseren 
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Raum also die Dreizahl der Dimensionen und die Ebenheit der 
Mafsverhältnisse. Hieraus nun ergiebt sieb, dass die Axiome und 
Definitionen der Kaum Vorstellung , welcbe die Ausgangspunkte der 
geometrischen Untersuchung bilden, den Inhalt derselben betreffen, 
die Geometrie demnach genauer als die Wissenschaft von dem In- 
halt unserer Raumvorstellung anzusehen ist. 

Es ist jedoch wol zu beachten, dass diese Unterscheidung zwi- 
sclien Inhalt und Form durchaus nicht wie bei Kant zu dem Gegen- 
satz des Empirischen und absolut Apriorischen hinleitcn soll. Sic 
will nicht psychologischer oder erkenntnistheoretischer, sondern 
logischer Natui' scin^; sie behauptet nicht einen realen Gegensatz 
der Entatehungsweise, sondern nur die Möghchkeit eines abstracten 
Auseinanderhaltens der einzelnen Prädicate, Auch hier allerdings 
ist der Gegensatz des Apriorischen und Empirischen anwendbar, 
jedoch auch hier zeigt sich, dass er nur in dem früher besproche- 
nen Sinne einer verschiedenartigen Beziehung, die Inhalt wie Form 
der Vorstellungen in gleicher Weise betrifft, aufgefasst werden kann. 
Es ^niige darauf hinzuweisen, dass jede empiristische ßauratheorie 
die Erzeugung der dritten Dimension in einen Act der psychischen 
Tätigkeit verlegen muss, dass aber auch keine der nativistischen 
Theorien mehr behaupten kann, diese Erzeugung sei von den aufse- 
ren Reizen und der durch sie oraeugten Differenz der con-espon- 
direnden Netzhautbilder gänzlich unabhängig. Eine andere Frage 
ist, ob sich erkenntnistheoretische Consequenzen aus dieser Schei- 
dung von Inhalt und Form ergebe»; darüber aber werden wir erst 
an späterer Stelle entscheiden können. Hier genügt uns daran, jene 
wesentliche methodologische Consequenz hervorzuheben, welche die 
vom Rationalismus immer behauptete Ausnahmestellung der geo- 
metrischen Axiome und Definitionen vor den Grundbegriffen der 
übrigen Wissenschaften zum Teile aufhebt Denn der scheinbar 
rein formale Chai'akter der ersteren hat fast immer ein Beweismittel 
dafür liefern müssen, dass sie absolut apriorischer Natur seien. 
Jedoch dieses Argument wird durch den Nachweis, dass auch die 
Raumvorstellung Inhalt und Form erkennen lässt, und dass die 



' Sie iat nicht in die Erörterung ilcr logischen Conseiiuenzeii hinein- 
gezogen worden, weil ihre Bedeutung für die Geometrie hier deutlicher zum 
Vurächeiii kommt. 
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GnindbegrifFc der Geometrie sicli auf den crsteren beziehen, nur 
beseitigt, nicht in sein Gegenteil verwandelt. Es ist daher nm- 
wahrscheinlich geworden, daaa die rationalistische Auffassung der 
Geometrie den Tatsachen nicht gerecht wird; eine definitive Ent- 
scheidung wird erst durch die speziellere Untersuchung der drei 
verschiedenartigen Klassen von Grundbegriffen möghch werden. 

Was zunächst die Axiome der Rauravorstellung betrifft, so 
folgt aus den oben entwickelten psychologischen Gonsequenzen der 
geometrischen Theorie sofort, dass dieselben nicht rationale Er- 
kenntnisse sein können, Ea ist jedoch notwendig, jene Ueweisgründe 
fiir die einzelnen Axiome noch in doppelter Hinsicht zu prüfen, da 
wir ebenso sehr der von Seiten der Mathematiker mehrfach erfolg- 
ten Ueberschätzung derselben entgegentreten, als die rationalisti- 
schen Versuche abwehren müssen, dieselben ihi'cm Begriffssystem 
entsprechend umzudeuten. 

Die empirische Natur des ersten Axioms von der di'eifachen 
Ausdehnung dos Raumes ist, wie früher angedeutet, keine unmittel- 
bare Folge der geometrischen Raumlehre. Denn da diese nur zeigt, 
dass die Dreizahl der Dimensionen nicht die einzig mögliche, viel- 
mehr ein spezieller Fall ist, so bleibt nicht blofs unentschieden, ob 
wir es hier mit einer Tatsache der äufseren oder inneren Erfahrung 
zu tun haben, sondern auch ganz unbestimmt, ob es überhaupt eine 
Erf^mngstatsache oder etwa euie reine Bewusstseinsform sei, die 
wie sie absolut a priori erzeugt sein vrärde, so wol auch rein a priori 
zum Bewusstsein kommen könnte. Die mathematische Lehre kann 
daher in diesem Fall nur dazu dienen, die empii'istische Raumtheorie 
der Psychologie zu bestätigen, sofern sie den mamiigfachen ratio- 
nalistischen Scheinbeweisen von der begrifflichen Notwendigkeit 
der drei Dimensionen entgegentritt. Da es jedoch für unseren 
Zweck genügt, die Mitwirkung der Erfahnmg hei der Erzeugung 
der dritten Dimension gesichert zu sehen, so bedarf es hier nicht 
einmal der Parteinahme für die empiristische oder nativistische 
Theorie, da auch die letztere, wie schon mehrfach angedeutet, nicht 
mehr umhin kann, einen aolchen Einfluss zuzugestehen. Die Er- 
fahrung kann nicht blofs der äufsere, occasionalistische Anlass zur 
Entstehung des dreifach ausgedehnten Raumes sein, wenn zweifellos 
ist, dass die besondere Beschaffenheit der Dinge aufser uns dazu 
nötigt, gerade drei Dimensionen, nicht mehr und nicht weniger. 
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zu eiitwiclceln. Das erste Axiom der Geometrie lienieht sich deshalb 
auf keine uotwendige, sondern eine tatsäcMiclie Eigenschaft unserer 
Rauiuvorstellung; es ist keine rationale, sondern eine empirische 
Wahrheit. 

Zu demselben Ei^ebnis führt die Untersuchung der Axiome, 
die den Mafsbeziehungen unseres Raumes zur Grundlage dienen. 
Nui' ist hier die Beweiskraft der geometrischen Theorie eine inten- 
sivere. Zunächst bleibt das obige ,\rgumeiit auch hier bestehen, 
denn die Beschaffenheit unserer Mafsbeziehungen bildet sowol hin- 
sichtlich der Congruenz als hinsichtlich der Ebenheit wieder einen 
speziellen Fall aus sehr vielen logisch gleich berechtigten Möglieh- 
keiten. Es ei^iebt sich jedoch überdies, dass hier ein apriorischer 
Erwerb nicht mehr wie in dem ei-sten Fall ebenso möglich ist. 
Denn die Voraussetzung der Congruenz involvirt die Begriffe der 
Bewegung nnd der Festigkeit; und die Axiome der Ebenheit lassen 
sich wenn auch in begrenzter Weise durch partielle Anschauungen 
sphärischer und pseudosphärischer Malsbeziehungen überwinden. 
Die mathematische Theorie fühi-t demnach direkt auf die Gründe, 
welche die empirische Natur dieser Axiome kennzeichnen. Die 
eigentlichen Beweisgründe allerdings, die auf solche Weise bestimmt 
worden sind, liegen auch hier nicht auf mathematischem, sondern 
auf psychologischem Gebiet. Denn sie beruhen, wie aus den frühe- 
ren Betrachtungen folgt, jpi ersten Fall dai-auf, dass die Begriffe 
der Festigkeit und der Bewegung notwendig als empirische Begriffe, 
nicht als rationale, rein a priori erzeugte aufzufassen sind, im zwei- 
ten Fall aber darauf, dass das von Helmholtz aufgestellte Kriterium 
der Erfahrung zulässig ist. 

Kann demnach die geometrische Theorie aus sich selbst nur 
dazu fuhren, diejenigen psychologischen Beweisgründe zu bezeich- 
nen, deren Diseussion die Entscheidung zwischen Empirismus und 
Rationahsmus zu treffen hat, so folgt zunächst, dass die Hoffnung 
mancher Mathematiker und einzelner allzu eifriger Philosophen, 
durch die neuen Theoreme eine neue Aera der psychologischen oder 
gar der erkenntnistheoretischen Forschung herbeigeführt zu sehen, 
eine imbegründete war. Die eigentlichen Entscheidungsgründe für 
die psychologische Frage nach dem Ursprung der Raumvorstellung, 
sowie für die zur Methodologie der Erkenntnistheorie gehörige nach 
dem Wesen der Geometrie resp. der Mathematik überhaupt ver- 
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bleiben den bezüglic-hcn pbilosopbisclien Wissenschaften. Die Geo- 
metrie kann aus ihrer Aufgabe lieraus, den Inhalt der Raumvor- 
Stellung möglichst klar und deutlich zu bestimmen, durch keine 
noch so tiefgehende Fortsetzung ihrer Beweisführungen dahin kom- 
men, ein philosophisches Problem zu lösen. Nur das eine kann sie 
erreichen, dass ihre Entwicklungen diejenigen Punkte herausheben, 
deren philosophische Discussion zu einer festen Entscheidung füh- 
ren kann. Jene Divergenz der objectiven Grundlagen und der sub- 
jectiven Erkenntnisprincipien in den einzelnen Wissenschaften, der 
wir schon im Eingang unserer Untersuchungen das Wort redeten ', 
wird also durch eine sorgsamere Erwägung der Conaequenzen der 
mathematischen Theorie lediglich bestätigt. 

In Wirklichkeit aber ist jener Hinweis so bestimmt erfolgt, 
dass es kaum mehi' möglich scheint, der rationalistischen Theorie 
eine sachliche Berechtigung beizulegen. Eine kurze Erörterung der 
möglichen Formen der Abwehr, die derselben noch übrig bleiben, 
mag dies bekriiftigeii. 

Da das allgemciuste der di-ei mafsgebenden Argumente, die 
logische Möglichkeit mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten, auf 
einen nicht blofs auslösenden, sondern zugleich positiv bestimmenden 
Einfluss der Erfahi-ung d. h. der Beschaffenheit der von uns ver- 
schiedenen, uns afficirenden Dinge hinweist, den auch die psycho- 
physische Forschung auf ihrem Wege bereits als unabweisbar er- 
kannt hat, so folgt, dass der Begriff der Äprioritäl, der durch Kants 
erkeimtniatheoretiache Lehren in unserer Philosophie eingebürgert 
ist, einer Modification unterzogen werden muss, welche die rationa- 
listischen Elemente der urspriinglichen Fassung geradezu in ihr 
Gegenteil verkehrt. Für Kant hat die Erfahrung in objectivem 
Sinne, als die Summe der Einwirkungen der Dinge, nur eine occa?- 
sionalistische Bedeutung: sie ist die Gelegenheitsursache, welche die 
Auslösung der von ihr absolut imabhängigen apriorischen Formen 
bewirkt. Für die Physiologie und Psychologie unserer Zeit dagegen, 
der aowol die erkeuntnistheoretische Untersuchung des Begriffs der 
Wecbselwirltung, als auch die biologische Theorie der psychischen 
Entwicklung zur Seite tritt, hat sie die Bedeutung eines Factors, 
der das Krkeniitnisprodukt nach Foim und Libalt gleich wesentKcb 

' Man vgl. S. R ff. dieser Schrift. 
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bestimmt. Jeder Versuch, Kants Lehre von der Apriorität als des 
subjectiven, yon aller Erfehniiig absolut unabhängigeu Erkeimtnis- 
factors, trotzdem zu halten, ist deshalb von vornherein aussichtslos. 
Wir bedürfen einer Weiterbildung des kritischeu Idealismus, die, 
wenn sie den neu gefundenen Tatsachen zugiebt, was ihnen gebührt, 
eben zur empiristischen Theorie überfuhrt. Dass wir es trotzdem 
mit einer Weiterbildung, nicht mit einer Äufliebung des kiitischen 
Lehrgebäudes zu tun haben, ergiebt sich daraus, dass die objective 
Erfehnmg bei Kant, allerdings in unlösbarem Widerspruch mit sei- 
nen rationalistischen Voraussetzungen, noch eine zweite Rolle spielt. 
Denn so sehr dieselbe nur die Gelegenheitsursachc der Erzeugu]ig 
der apriorischen Formen ist, so ist doch alle Geltung der letzteren 
lediglich auf die mögliche Erfalu'ung eingeschränkt. Raum und 
Zeit haben nur empirische Realität, die Kategorien nur empirischen 
Gebrauch. Dadurch entsteht jener wunderliche Dualismus zwischen 
der Annahme rein apriorischer Wissenschaften, der reinen Mathe- 
matik, Naturwissenschaft u. s. w. und der Behauptung ihrer aus- 
schliefslichen Beziehung auf Erfahrung. In dem Mafse nun, als wir 
gezwungen sind, jene Voraussetzung aufzugeben, tritt diese be- 
schränkende Conseqnenz in den Vordergrund, und da in ihr das 
hervon-agendste Verdienst Kants begründet liegt, so haben wir das 
Recht, die empiristischen Bestrebungen unserer Zeit an Kant anzu- 
knüpfen, um so mehr als dieselben die apriorisßhen Grundlagen 
nicht aufheben, sondern nur in eine andere psychologische Be- . 
Ziehung zur Erfahrung setzen wollen. Diese allgemeineren Be- 
trachtungen zeigen demnach, dass es selbst dem System des Ratio- 
nalismus, das einer empiristischen Auffassung am meisten zugegeben 
hat, nicht möglich sein wird, die Hinweisung, welche in dem ersten 
der obigen Argumente auf die Erfahrung als ein constitntives Ghed 
der Erkenntnis liegt, durch eine Umformung zu entgehen, welche 
den rationalistischen Grundbegriff, das absolute A priori, rettet. 

Dieses allgemeine Ergebnis wird durch die Erörterung der 
beiden besonderen Argumente für die Congruenz und die Ebenheit 
unseres Raumes lediglich bestätigt. 

Gegen die Behauptung, dass die Begriffe der Festigkeit und 
besonders der Bewegung schon in den ersten Grundlagen der Geo- 
metrie vorhanden seien, hat der Rationalismus sich seit alter Zeit 
zweier Argumente bedient. Man vorsuchte einesteils, diese Tatsache 

10* 
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in Abrede zu stellen, flie Hiiizunahnio der Bewegung z. B-, die 
vor den Untersuchimgeii Ton Helmholtz alleiu in Betracht gezogen 
wurde, nur als ein didaktisches Hilfsmittel anzusehen; oder aber 
naan gab diese Tatsache zu, glaubte aber nachweisen zu können, 
dass es sich hier nicht um den empirischen, sondern um einen ratio- 
nalen Begriff der Bewegung handle. Jedoch nur das letzte dieser 
Argumente kann noch beibehalten werden, seitdem die mathemar 
tische Untersuchung der Grundlagen unserer Congruenzbeziehungen 
die Notwendigkeit jener Begriffe dargetan hat. Aber auch die Be- 
weise, welche eine rationalistische ümdeutung derselben befürwortet 
haben, werden sich nicht halten lassen. Der Gegensatz zunächst 
zwischen der Auffassung der Bewegung in der Geometrie und in 
der Mechanik, der oft für die Behauptung des rationalen Charakters 
der ersteren verwendet worden ist, lässt, wenn er richtig inter- 
pretirt wird, die empirische Natur der Bewegung unangetastet. 
Dass ein solcher Gegensatz vorhanden ist, wird auch der empiri- 
stische Mathematiker zugeben müssen; abej' es ist nicht schwer, zu 
zeigen, dass derselbe nicht die Annahme zweier entgegengesetzter 
Begriffe, eines reinen und eines empirischen fordert, sondern nur 
notwendig macht, zwei verschiedenartige Abstractionsformen des- 
selben empirisclien Begi-iffa anzunehmen. Gemäfe der seit Lagrange 
üblichen Darstelluugsweise der Mechanik betrachtet dieselbe die 
Bewegung als die Wirkung von Kräften; sie sucht die Bewegungs- 
gesetze zu bestimmen, um dio realen Beziehungen der ihnen hypo- 
stasii'ten Kräfte zu ermitteln. Die Geometrie dagegen sieht die 
Bewegung als die Ursache der Entstehung ihrer Abstractionsformen 
sowie der Möglichkeit der Transportirbarkeit derselben an. Für 
die erstere bildet sie den nächsten Zweck, für die letztere ein seiner 
t nach gleichgiltiges Mittel der Untersuchung. Dieser 
i würde sich auch nicht verschieben, wenn die neuerdings 
von hervorragendster Seite geltend gemachte Behauptung, dass die 
Aufstellung der Bewegungsgesetze nicht blofs der erste, sondern 
sogai- der einzige Zweck der Mechanik sei, jene bisher allein herr- 
scheiide Ansicht verdrängen sollte, wenn es wirklich Aufgabe 'der 
Mechanik und der physikalischen Wissenschaften überhaupt nur sein 
sollte, die Bewegung zu beschreiben. ^ Denn ob die Erforschung 

' Jiiesr von KiKrniMFF vcrlretPiie Auffassung der Mechanik wird dem 
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dn Bn\L{,uiigs^c5(fczp zu Hj-potliLsen ubi_i iln. iNitui ilinni zn 
hypo&tasiiendei lu-ifte bciethtigt odei muht, i^t fiii diesen (jcgLii- 
bAtz selhstiedend ganzliLh irielevant la dei obigen Fuim abei 
sagt er über den empiii^ben odei latiouilen Chiiaktei dei Be- 
wegung mchts aus Dass auch die nnht (finz zutieffende TJnter- 
sebeidung dei meohani8chen und geometiiscben Bewegung als einti 
zeitUdien und zeitlosen, die Houel gegen die Bedenl.en ntionv 
listischer Mathematik« benutzt hat^ tui keine dei Parteien ent- 
scheidet, da lede dieselbe unbeschadet ihicr sonstigen An&ichten 
at*.eptiren konnte, bedaif kemei weiteren Discussion mehi Mit 
giofserem Recht, so scheint es, konnte sich der Rationalismus daituf 
berufen, dass die Bewegung in der Mechanik als em leilei Vorgang 
aufgetisst wud, wählend sil m der tJeometiie iiui als ein idealei 
m Betiacht kommt, den man passend con^tructive Bewegung nennen 
konnte, ^enn jedei dedanke emei Zusammengehongkeit derselben 
mit jenei constructiven Bewegung Tiendelt-nbuigs ausgeschlossen 
bleibt, die den Gegensatz ^on mechanischen und psjchischen Vor- 



Eitei für weitgehende philosophtsclie Speculationen der gegenwärtig maiiclip 
sclbat der bedeutenden kraite auf fast allen Gebieten der Na tui Wissenschaft 
dazu geführt h\t die 93 erfolgreich bisher benutzten Grundsatze besonnener 
tist zurückhaltender Induction aufzugeben zum Teil mit schweifenden Phau 
tasmen zu vertauschen gewiss heilsim eu (gegen wirken Aber mir scheint 
dieselbe widerspricht unserem tatsächlichen Causalitattbedörfnis Wenn 
wir auch nicht mehr ins Innere der Natnr dringen wollen so ist es doch 
die Aufgabe uuseres Erkennens geblieben die Begriffe welche uns die Ei 
fahmngstatsachen aufnhtigen zu einem einheitlichen systematischen danzen 
zu verknüpfen Waie abei die Aufgabe der Naturwissenschaften damit 
erledigt dass sie alle Bewegungs Vorgänge zu beschreiben vermochten und 
wäre dementsprechend das Ziel dei psychologischen Diseiplmen erreicht 
sobald es ihnen gelungen wäre eine vollständige Beschreibung aller psj 
chischen Tätigkeiten zu liefern so bliebe das BedOrims jener einheitlichen 
Verknüpfung aller Erfahrungstatsachen unbefnedigt denn eine Verbindung 
beider Vorgangsreihen oder eine Uebertragung dei einen in die andere wird 
erst möglich wenn wir zu den Üisaehen beider übergehen — Daraus abei 
dass es bisher niiht gelungen lal eine wideispruchslose Eeductim detselben 
auf die letzten Ursachen vorzunehmen kann nach meinem Dafürhalten niii 
gefolgert werden dass die Pramisafli einer Aenderung bedürfen die von 
dem Foitsehiitt dei Erkenntnis zu eiwarteii ist Die Widcrsptücbe bilden 
keine Gienze des Erkennens sondern nur einen Beweis dci Luckenhattis 
keit des Erkannten 
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gangen dii<lim;h zu ülior^vinden sucht, ilass sie die letztereu unter 
dem Bilde der ersteren betrachtet. In Wirklielikeit ist diese Diffe- 
renz auch in der angedeuteten Weise verwendet worden. Der tief- 
sinnigste Begründer einer rationalistischen Theorie der Mathematik, 
Kant hat ihn benutzt, die absolute Aprioritat der georaetriachon 
Axiome vor dem Zweifel eines seiner einsichtsvollsten ersten Schüler 
zu retten. Gegen _den Einwurf, dass schon die elementarsten geo- 
metrischen Constructionen eine Art Bewegung, also einen empiri- 
schen Begriff voraussetzen, verwahrt er sich in der zweiten Auflage 
seiner Kritik der reinen Vernunft dadurch, dass er die Bewegung 
eines Objects im Räume, die allerdings, da sie etwas bewegliches 
vei-aussetze, nur durch Erfahmng erkannt werden könne, sorgfältig 
unterscheidet von der Bewegung als Beschreibung eines Raumes, 
die ein reiner Actus der successiven Synthesis des Mannigfaltigen 
in der änfseren Anschauung überhaupt durch productive Einbildungs- 
kraft sei und nicht allein zur Geometrie, sondern sogar zur Trans- 
scendentalphilosophie gehöre.* Jedoch diese Auffassung des Gegen- 
satzes zwischen mechanischer und geometrischer, constructiver Be- 
wegung widerspricht den Tatsachen der inneren Erfahrung, da sie 
voraussetzen muss, dass wir Vorstellungen von Kaumteilen, Flachen 
und Linien bilden können, ohne etwas anderes, als die von jedem 
materiellen Inhalt vollkommen freie Raumanschauung selbst zu be- 
dürfen. Diese Voraussetzung aber ist nicht erfüllte Denn die un- 
befangene Selbstbeobachtung zeigt, wie schon oft bemerkt worden 
ist, dass jede ideelle Constniction von Gestalten im Raum, jede con- 
structive Bewegung sich an einem materiellen Träger vollzieht, Die 
Vorstellung dieses Trägers bleibt unbestimmt, da wir von jeder 
qualitativen Bestimmung desselben, weil sie für den geometrischen 
Zweck gleichgiltig ist, tatsächlich abstrahiren. Dennoch hat sie, 
eben weil es eine abstraete Vorstellung ist, die nicht rein vollzogen 
werden kann, sondern im Process lebt d. h. discürsiv ist, nicht allen 
Inhalt abgestreift; sie heftet sich an das mannigfaltige Material der 
empirischen Construction, und zwar an das eine oder das andere, 
je nachdem sie mit diesem oder jenem enger aasociirt ist Sind 
doch auch die Constructionsbegriffe, wie noch genauer zu zeigen 
sein wird, ihrem Ursprung nach Abstractioiien aus der Erfahrung. 

' Ka.NT's Werke, heiauag. r,vn Hartendeiii: Band Hl. S. 128 Anm. 
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Di(! geometrisclie Bewegung ist demnach kein reiner Versta,udes-, 
süüdem eiji abstracter Erfahruiigsbegriff. 

Zu dem gleichen Resultat werden wir geführt, wenn wii' unter- 
suchen, ob der Begriff der Festigkeit als ein a priori erworbener 
angesehen werden kann. Einen Änlass zu solchen Bemühungen 
könnte der Umstand bieten, dasa der geometrische Begriff der 
Festigkeit, achtet man lediglich auf die Deutung, die ihm gegeben 
werden kann, weiter ist als der mechanische Begriff derselben. 
Aus unseren früheren Betrachtungen folgt jedoch \ dass nicht jene 
dreifache Möglichkeit, zu welcher die Forderung der Constanz des 
Verhältnisses der Dimensionen Aulass bietet, sondern lediglich die 
mechanische V^orstellung der Constanz der Dimensionen selbst, die 
erst auf Anlass der neuen Untersuchungen des Kaumbegriffe als 
ein spezieller Fall erkaimt worden ist, den geometrischen Theoremen 
zu Grunde liegt Selbst aber wenn eine solche weitere Fassung ge- 
rechtfertigt wäre und daraus gefolgert werden könnte, daes die geo- 
metrische Festigkeit etwa als Unveränderlichkeit oder Substantia- 
lität in rein apriorischem Sinne gedacht werden müsse, so blieben 
viel gröfsere Hindemisse noch unbesiegt. Die erstere Behauptung 
könnte nur ein absoluter Rationalismus wagen, weil der Begriff der 
Veränderung von jeder anderen Erkenntnistheorie für einen empi- 
rischen gehalten werden muss. So ist derselbe demi auch, da ein 
solcher extrem rationalistischer Standpunkt auf reaUstischer Grund- 
lage niemals consequent festgehalten worden ist, sondern nur etwa 
in den rationalistischen Voraussetzungen des kritischen Idealismus 
oder in den metaphysischen Grundgedanken der prästabilirten Har- 
monie erkennbar sein möchte, in den meisten rationalistischen Syste- 
men für empirisch ausgegeben worden. Mit dem idealistischen Ria- 
tionalismus aber, wie er etwa durch Fichtes ersten Standpunkt dar- 
gestellt wird, haben wir hier nicht zu rechten, da für diesen der 
Gegensatz des Empirischen und Apriorischen überhaupt seinen Sinn 
verliert. Nicht anders steht es um die Umdeutung der 1 
zur Snbstantfeilität. Doch es mag genügen, hier darauf h 
dass es einigermafsen schwer sein würde, aus dem Begriff der Sub- 
stanz, der doch immer nui' als das tipriorische Correlat der rela^ 
tiveii BehaiTlichkeit der empirischen Körper gedacht werden könnte, 

' Mau vgl. ö. öl dieser öeliritt. 
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zu beweisen, dass von den Objecten der Üufseren Wahvnolimung 
eine Coiistanz des Verhältnisses der Dimensionen zu fordern sei. 
Aucli der Begriff der geometrischen Festigkeit also ist ein abstracter 
Erfalirungsbegriff. 

Noch weitaus weuiger als gegen die notwendige Hinzunahme 
der Bewegung und der Festigkeit ist der Rationaliemus gegen die 
partielle Anschaubarkeit der sphärischen und pseudosphärischen 
Mafsbeziehungen gewappnet. Das von Helmholtz aufgestellte Kri- 
terium der Erfahrung, das, wie mehrfach erwähnt, die Beweiskraft 
dieses Arguments bedingt, ist eigentlich nichts anderes als eine ver- 
allgemeinerte Umkehrung des zweiten Arguments der Äesthetik 
Kants. Dort wird der Begriff der Notwendigkeit, das eine Merkmal 
des absoluten A priori, benutzt, um die Apriorität des Raumes zu 
erweisen, der von keiner äufseren Anschauung fortgedacht werden 
könne. Helmholtz folgert aus der Besiegbarkeit einzelner Vorstel- 
lungen, d. i. also aus der Zufälligkeit derselben ihren Ursprung aus 
der Erfahrung. Die Rationalisten müssten daher, um diesem Einwand 
zu entgehen, die Beweiskraft eines ihrer wesentlichsten Argumente 
selbst aufheben. Denn der Umstand, dass der Begriff der Nol^ 
wendigkeit, der dem Kriterium von Helmholtz versteckt zu Grunde 
liegt, mit dem Kants nicht identisch ist, tut hier nichts zur Sache. 
Der Schluss von der Notwendigkeit auf die Apriorität bleibt unge- 
äiidert, gleichviel, ob dieselbe als absolute oder als jene relative 
gedacht wird, welche vom eropiristischen Standpunkt aus die allein 
zulässige ist. Vielleicht ist es zweckmäfsig, noch einem anderen 
Einwände zu begegnen. Es scheint auf den ersten Blick, als sei 
dieses Argument von der anschaulichen Vorstellbarkeit der sphä- 
rischen und pseudosphärischen Mafsbeziehungen deshalb unzuläng- 
lich, weil eine solche Construction der Wahrnehmungen in den krum- 
men Räumen nur durch die Supposition unseres Raumes möglich sei. 
Aber es bedarf nur des Hinweises darauf, dass bei jener Construc- 
tion nur diejenigen Eigenschaften unserer Eaumvorstellung zur Wir- 
kung kommen, die unserem Raum mit jenen beiden anderen gemein- 
sam sind, die Prädicate der dreifachen Ausdehnung und der Con- 
gruenz. Es ist überdies auch möglich, sich die Mafsbeziehungen 
eines Raumes teilweis anschaulich zu vei^egeuwärtigen, dessen Krüm- 
mungsmafs nicht nach allen drei Dimensionen oder nicht in allen 
Punkten constant ist, so dass selbst dasjenige Morkma! der Mafs- 
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bezieliungeii , das allen drei Räumen mit eotistantcra Kriimmuiigs- 
maTs eigen ist, partiell überwunden werden kann. Es folgt also 
hier, entsprecliond dem Früheren, dass dio Axiome der Ebenheit 
empirisclie Urteile sind. ^ 

Nunmehr sind wir in den Stand gesetzt, die Frage, welche den 
Ausgangspunkt unserer Untersuchungen bildete, vollständig zu be- 
antworten. Den Axiomen der Geometrie kommen die Prädicate der 
Notwendigkeit, Allgemeinheit und Unveränderlichkeit nicht in ab- 
solutem, rationalistischem Sinne zu. Sie sind nicht das einseitige 
Erzeugnis einer geistigen Tätigkeit, die der Erfahrung bei den ersten 
zufälligen Anlässen mit einer geschlossenen Reihe fertiger Formen 
gegenübertritt, nicht ewige Wahrheiten, die einer Erfahrung, von 
der sie gänzlich unabhängig sind, die sie vielmehr im eigentlichsten 
Sinne selbst machen, unabänderliche Gesetze vorschreiben. Sie 
bilden das Product einer Wechselwirkung von zwei gleich wesent- 
lich bestimmenden Ursachen, deren eine in den Tiefen unseres 
Geistes, deren zweite in der Natur der Dinge ruht, sie gehen Ur- 
teile über Tatsachen, welche die bisher unseren Sinnen zugänglich 
gewordene Erfahrung (in objectivem Sinne) zu ihrem geistigen 
Ausdruck bringen. Sie müssen als Hypothesen bezeichnet werden, 
wenn man unter Hypothesen diejenigen Annahmen versteht, die 
behufs Erklärung einer Summe von Vorgängen gemacht, jedoch, 
entweder weil noch nicht alle dazu gehörigen Vorgänge untersucht 
wurden oder weil sie zur vollständigen Erklärung der bekannten 
Vorgänge nicht ganz ausreichend befunden wurden, noch nicht 
streng verificirt werden konnten. Als tatsächliche Wahrheiten oder 
kurzweg als Tatsachen lassen sie sich bezeichnen, sofern ailc Tat> 
Sachen nichts anderes sind als Urteile über bisher gewonnene Er- 
fahrungen, sofera sie überdies im Gegensatz stehen teils gegen die 
Definitionen der Constructionsbegriffe, welche auf Grund der tat- 
sächlichen Eigenschaften unserer Raumvorstellung zum Zweck der 
Ableitung besonderer Fälle gebildet sind, teils gegen alle jene For- 
men der Untersuchung und Darstellung, welche die Besonderheit 

* Es sei hier erwähnt, dass die währeDd des Druckes dieser Arbeit er- 
schienene Schrift von J. K. Becker, Die Elemente der Geometrie auf n&uei- 
Gitindlnge streng deducUv dargestellt (I, Thl. Berlin 1877. i, mir keine Ver- 
BDlassuDg hot, das oben S. 109 f. und S. 112 Äum. 1. ^. ausgesprochene 
Urteil über eine frühere Schrift desselben Verfassers zu ftndeni. 
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dor Metliode a,uf)maolioii. Ein Blick auf die früher erlangten Er- 
gebnisse bestätigt dies. Das Axiom Yon der dreifachen Ausdehnung 
ist relativ notwendig und allgemein, sofern alle Anschauungen äufse- 
rer Objecto, der einfachsten wie der complicirtesten, und alle be- 
grifflichen Untersuchungen über die VorausaetKungen, durch welche 
Jone Anschauungen erklärbar werden, uns dasselbe als das einzig 
mögliche erkeimen lassen. Es ist unveränderlich, sofern keine Er- 
fahrung bisher die Veranlassung geworden ist, einen irgend wie 
gerechtfertigten Zweifel an seiner alleinigen Zulässigkeit zu erregen. 
Da überdies die discrete Natur der Ausdehnungsverhältnisse es aus- 
schliefet, dass ihre Gültigkeit in den Grenzfällen nur eine annähernd 
genaue sein möchte, so kann es als sicher bezeichnet werden.' 
AehnKches gilt von den Axiomen der Mafsbeziehungen. Dieselben 
sind relativ notwendig und allgemein giltig, sofern sie die einfach- 
sten überall bestätigten Aussagen über die quantitativen Verhält- 
nisse der Körper darstellen. Sie sind unveränderlich, sofern eben- 
falls bisher kein gegründeter Anlass geboten wurde, sie zu modi- 
ficiren. Da ihre Anwendbarkeit jedoch in den Grenzgebieten un- 
serer Erfahrung nicht dieselbe ist, wie in den endliehen Verhält^ 
nissen, sofern es nicht ausgemacht werden kann, ob das Krümmungs- 
mafs unseres Raumes nicht doch einen sehr geringen positiven oder 
negativen Wert besitzt, oder etwa nicht nach jeder Dimension das 
gleiche ist^ mögen sie im Gegensatz zu dem ersten Axiom nicht 
als sicher, sondern nur als gewiss bezeichnet werden. 

Unerklärt bleibt nur noch der Gegensatz, der diese Axiome 
von den veränderlichen, wenig aufgehellten Grundbegriffen der 
übrigen Wissenschaften trennt, Derselbe kann jedoch erst verständ- 
lich werden, wenn die eigenartige Natur der Constructionsbegriffe, 
die das Fundament der Geometrie vervollständigen, in der rechten 
Weise verstanden worden ist. 

Das letKtbesprochene Argument, welches von der Tatsache aus- 
geht, daas sich die elementaren Mafsbeziehungen unseres Raumes 
durch die Grundlagen der sphärischen und pseudosphärischen Geo- 
metrie teilweis überwinden lassen, bei sorgfältiger üebung unter 
Anleitung der Änalysis sogar offenbar in jedem Fall überwunden 

' Vgl. S. 75 i. dieser Schritt. 
■^ Vgl. S. 60 f. dieser Schrift. 



Hosted by 



Google 



— 155 — 

werden küimen, da einem solchen Vcrsudi nichts als die allerdings 
sehr feste Gewöhnung an die uüs tatsächlich gegebcnGn Mafsbeziehun- 
gen gegenübersteht, dieses Argument lässt sich auch für die Con- 
structionsbegriffe verwerten. Denn ist es möglich, die Vorstellung 
einer sphärischen oder pseudosphariscihen Körperwelt auf Grund der 
uns gegebenen Wahrnehmungen anschaulich auszuführen, so folgt, 
wiederum die Wahrheit des Helmholtz'schen Kriteriums der Er- 
fahrung zugestanden, dass auch unsere Constructionsbegriffe nicht 
bloia in der Natur der raumbildenden Seele, sondern zugleich auch 
in der besonderen Beschaffenheit der aflicirenden Dinge ihre Gründe 
haben. Es genüge, die Verschiedenartigkeit dieser Definitionen an 
einem Beispiel zu verdeutlichen. Auf Grund der früheren Aus- 
führungen muss die strenge Definition der geraden Linie, des cle- 
mentai-sten Constructionsbegriffs unserer Geometrie, lauten: Eine 
gerade Linie ist eine solche, deren jedes Linearelement das con- 
stante Krümmungsmafs Null hat. Ebenso muss die Ebene als eine 
Fläche, deren jedes Element das constante KrämmungsmaTs Null 
besitzt, definirt werden. Wenn diese Definition der geraden Linie 
auf das erste Axiom der Ebenheit, denizufolge zwischen zwei Punk- 
ten nur eine gerade Linie möglich ist, übertragen wird, so ei^iebt 
sich der Lehrsatz, der oft ungehöriger Weise als die Definition der 
Geraden gebraucht worden ist, dass nämlich die gerade Linie der 
kürzeste Weg zwischen zwei Punkten ist. Denn hieraus folgt, dass 
jede andere Linie, die zwischen zwei Punkten gezogen werden kann, 
entweder eine gebrochene oder eine krumme oder eine gemischte 
ist; und, wie bekannt, lässt sich aligemein beweisen, dass jede dieser 
Linien gi'öfaer sein muss als die gerade, ' Diese elementaren Be- 
ziehungen gestalten sich im sphärischen Baum wesentlich anders. 
Sehen wir davon ab, dass das Krämmungsmafs in demselben unend- 
lich viele verschiedene Werte haben könnte, so folgt, dass die ge- 
radeste Linie im sphärischen Raum diejenige sein würde, die in 
jedem ihrer Punkte dasselbe constante positive Krümmungsmafs 
besitzt. Auf Grund des ersten Axioms der pseudosphärischen Geo- 
metrie, dass zwischen zwei Punkten im allgemeinen mindestens zwei 
geradeste Linien möglich sind, lassen sich dann entsprechende Sätze 

' Eine elementare Darstellung giel't z. B, Baltzur, Ehiitente der Ma- 
thematik. 4, Auflage. Leipzig 1874. Bd. 11. § Ü, S. 19. 
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über das Gröfscnverhältnis der geradesten Linien zu den anderen 
möglichen Linien ableiten, wie solche schon an früherer Stelle be- 
nutzt worden sind. ^ In entsprechender Weise kann die Definition 
der geradesten, unserer Ebene correspondirenden Fläche des sphä- 
rischen Raumes abgeleitet werden, die sich in unserem Raum be- 
kanntlich als Kugelfläche darstellt. Analoges gilt von der pseudo- 
sjihäiiscben Geometrie. Nun iässt sich sehr wol eine Körperwelt 
denken, die uns veranlasste, jene dem sphärischen Raum entspre- 
chenden Mafsverhälfcnisse zu bilden. Die Begriffe der Ebene und 
der geraden Linie würden dann in jener hypothetischen Geometrie 
eine ähnÜche Rolle spielen wie in unserer tatsächlich gegebenen 
die Begriffe der Kugel und der gröfeten Kreise, und es würde voraus- 
sichtlich eine ebenso lange Zeit vergangen sein, ehe die analytische 
Geometrie so weit ausgebildet worden wäre, dass wir die eigentliche 
Bedeutung jener Gebilde verstanden hätten, wie wir eine solche 
tatsächlich gebraucht haben, um die Bedeutung der sphärischen 
Flächen einzusehen. Die Definitionen unserer Constructionsbegrifl'e 
sind also ebenfalls empirischer Natur. 

Jedoch trota dieses empirischen Charakters derselben findet 
ein ähnlicher Unterschied zwischen ihnen und den fundamentalen 
Definitionen der qualitativen Wissenschaften statt, wie er schon 
hinsichtlich der Axiome aufgewiesen werden musste. Die ersteren 
sind, inhaltlich betrachtet, vollendet«, die letzteren werdende De- 
finitionen, Die begiiffhche Erkenntnis der chemischen Elemente 
■i. ß. ist erst nach einer Jahrtausende umfassenden, an Irrtümern 
reichen Entwicklung der chemischen Untersuchungen möglich ge- 
worden, und auch seitdem die Chemie die Principien einer wissen- 
schaftlichen Bearbeitung ihres Gebiets gefunden hat, sind die An- 
sichten über die Constitution der Elemente mannigfacher, nichts 
weniger als abgeschlossener Umbildung unterworfen gewesen. Dem- 
entsprechend haben sich die Definitionen derselben d. i. die syste- 
matischen Aufzählungen ihrer wesentlichen physikalischen und che- 
mischen Eigenschaften, beständig fliefsend erhalten; einzahle früher 
nicht bemerkte Eigenschaften sind neu hinzugekommen, andere, 
lange Zeit angenommene sind als unwesentlich oder gar als falsch 
abgewiesen worden. Ein nahezu eTitgegeiigesetztos Schicksal ist 

' Man vgl. ö, a'i dieser Sclirift. 



Hosted by 



Google 



- 157 — 

rleii geometrischen DefinitioneTi widci'faliren. So oft imcli über die- 
selben, z. B, die der Linie oder der Ebene gestritten worden ist, so 
handelte es sich doch niemals darum, den Inhalt derselben nu ver- 
äiideni, sondern nur dämm, ein anderes der verschiedenen, zur De- 
finition verwendbarer Merkmale als das zweckmäfsigste zu Grmide 
zu legen. Denn hinsiditlich ihrer so wenig wie hinsichtlich der 
Axiome hat der umfassende Aushau, den die Geometrie besonders 
in diesem Jahrhundert widerfahren hat, jemals dazu geführt, eine 
jener Erweiterungen, Verkürzungen oder Umbildungen vorzunehmen, 
zu denen der Fortschritt der qualitativen Wissenschaften um so häu- 
figer und tiefgreifender Anlass gieht, je lebhafter er sich vollzieht 
Nicht weniger bedeutsam ist ein zweiter Unterschied, der die 
Constructionshegriffe zugleich von den Axiomen trennt. Die oben 
charakterisirten Definitionen der übrigen Wissenschaften entwickehi 
lediglich empirische Gattungsbegriffe, d. h. sie enthalten nichts als 
diejenigen systematisch geordneten Merkmale, die verschiedenen 
Gegenständen oder Vorgängen gemeinsam sind. Ihre Bildung voll- 
zieht sich demnach, logisch betrachtet, in dreifacher Abstufm^. 
Es werden ei-stens die tatsächlich vorhandenen Merkmale dui'ch 
eine Analyse bestimmt, sodann die gemeinsamen durch AhstractioTi 
von den diiTerenten gesondert, endlich die ersteren durch eine Syn- 
these verbunden. Bei den Constructionshegriffen haben wir erstens 
die Ausdehnungs Verhältnisse vo]i den Mafsbeziehungen zu sondern. 
Jene kommen wieder in doppelter Weise in Betracht; denn nur das 
Ausdehnungsmerkmal der geometrischen Körper wird einfadi auf 
dem eben bezeichneten Wege der Analyse und Abstraetion gobildet, 
die einfache Ausdehnung der Linien, sowie die zweifache der Flächen 
bedarf dagegen zur Conceptiou noch einer zweiten oigenai-tigen 
Abstraction. Denn hier sehen wir nicht blofs ab von den differenten 
übrigen Merkmalen, sondern auch von der gleichartigen zweiten 
resp. zweiten und dritten Dimension, die wir tatsächlich hei allen 
Körpern mit der ersten zusammen finden. Da diese Association 
eine ungleich intensivere ist, so folgt, dass die Ausdehnnngsverhält- 
nisse der Flächen und Linien nicht allein keine beobachtbaren Eigen- 
schaften der wirkKchen Körper ropräsentiron, sondern sogar, wie 
schon früher bemerkt wurde S nicht einmal in der Vorstellung an- 

' Mau vgl. S. 37 II. H. 44 Aiim, 2 dieser Schrift. 
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schaulich vollzogen werrleii können. Noch mehr unterscheiden sich 
die Constructionsbegriffe von den empirischen Gattungsbegriffen 
hinsichtlich der Mafsbeziehuiigen. Hier ist es nicht eine zweite 
Abstraction, die zu der Analyse und Abstraction der Merkmale 
hinzukommt, sondern eine Veränderung, die mit äern gemeinsamen 
Merkmalen vorgenommen wird. Es giebt keine Linie in der Natur, 
die vollkommen- gerade ist, keinen Kreis, dessen Peripherie in jedem 
Punkt dasselbe Krüinmungsmafs besitzt. OffeJihar nun liegt hier 
kein einfacher Abstractionsprocess vor, der etwa darin bestände, 
dass wir von den Unregeimäfsigkeiten absehen, die den geometri- 
schen Begriff in der Natur tatsächlich entstellen. Denn damit wir 
jene Unregeimäfsigkeiten als solche zu erkennen vei-möchten, müsste 
doch der Begriff, den wir bilden wollen, bereits zu Grunde liegen. 
Dazu kommt, dass wir sehr wol im Stande sind, diesen begrifflichen 
Forderungen in der anschaulichen Vorstellung streng zu geni^en. 
In Gedanken können wir mit voller Sicherheit Linien consti'uiren, 
die genau gerade, imd Kreise, deren Peripherien ganz gleichmäfsig 
gekrümmt sind, während wir nie im Stande sein werden, dieselben 
nur nach einer Dimension ausgedehnt anzuschauen. Die Mafebezie- 
hungen der Constructionsbegriffe sind doshalb weder tatsächliche 
Eigenschaften der Köi-per, noch aus ihnen schlechtweg abstrahirte 
Begriffe, sondern empirische Ideen; sie verändern die beobachtbaren 
Eigenschaften der elementaren Körperi'ormen so, dass sie ideale 
Musterbilder werden, denen alle Wirklichkeit nur beliebig nahe 
gebracht werden kann, die sie aber niemals zu erreichen vermag. 
In doppelter Weise also weichen die Constructionsbegriffe der Geo- 
metrie von den empirischen Gattungsbegriffen der übrigen Wissen- 
schaften ab; hinsichtlich der Ausdehnungsverhältnisse sind sie im 
allgemeinen (mit Ausschluss der Körper) um eine Ahstractionsstufe 
reicher, hinsichthch der Mafsheziehungen besitzen sie eine eigen- 
artige Veränderung der identischen Merkmale mehr. ^ 

Da' besonders die letztbesprochene Differenz von den ßatio- 
nalisten nicht selten als ein Beweismittel für ihre Theorie benutzt 



Die obigen Ausfülirangeu mögen zugleich dazu dienen, die Behauptung 
s {A System, of Logic. 8, Auflage. Bd. n. S, 258 ff.) zu Ijerichtigen, 
weder in der Katur noch im menschlichen Geist irgend welche Objecte 
! den Deünitionen der Geometrie entsprechen. 
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worden ist, wird es nicht überflüssig; sein, auf diejenigen Punkte 
hinzuweisen, welche zeigen, dass die Idealität der Constructions- 
begriffe ihren empirischen Ursprung nicht ausschliefst. Der Beweis 
liegt darin, dass solche empirische Ideen nicht blofs die consti-uc- 
tive Grundlage der Geometrie bilden, sondern einen integrirenden 
Bestandteil des Fundaments alier mathematischen Wissenschaften 
ausmachen, selbst derjenigen, deren empirischer Charakter in Folge 
ihrer unmittelbaren Beziehungen auf die Gegenstände der Aulsen- 
welt nur von jenem Rationalismus geläugnet werden kann, der den 
Unterschied zwischen empirischen und rationalen Wissenschaften 
überhaupt aufhebt Dass sie erstens auch in denjenigen Wissenschaf- 
ten notwendig sind, die sich in den Begriff der reinen Mathematik 
zusammenfassen lassen, also neben der Geometrie noch in der Arith- 
metik und in der Algebra, bedarf keines besonderen Hinweises. Die 
Vorstellungen der Gleichheit, des bestimmten Teils u. s. w. sind 
ebenfalls empirische Ideen, nach denen wir die Gröfsenbeziehungen 
der Aufsenwelt beurteilen. Aber nicht anders ist es auch in den 
Wissenschaften, die wie die Mechanik zur angewandten Mathematik 
gehören, sofern sie lehran, die Gröfsenbeziehungen der reinen Ma^ 
thematik auf bestimmte Gruppen wirklicher Gegenstände oder Vor- 
gänge, etwa der Bewegung, zu übertragen. Die Definitionen z. B. 
des Gleichgewichts oder der Yei"schiedenen Arten von Bewegun- 
gen beziehen sich gleichfalls auf empirische Ideen. Ein Gleich- 
gewicht, wie es die Mechanik fordert, ist in der Natur unmöglich; 
ebenso kann keine der verschiedenen Arten von Bewegungen rein 
existiren, da jede sich in Folge der vielseitigen Wechselwirkungen 
mit unzähligen anderen complicirt. Die Idealität der' geometri- 
sclien Definitionen kann deshalb kein Beweis ihres i-ationalen Ur- 
sprungs sein, 

Ueberdies fällt es der empiristischen Theorie nicht schwer, 
diese Besonderheit derselben zu erklären. 

Es lässt sich erstens beweisen, dass Beobachtung und Experi- 
ment dazu gefuhrt haben, die Forderung strenger Definitionen der 
elementaren Mafsbegriffe notwendig zu machen. Selbst wenn die 
Erfahrung uns viel weniger häufig Gelegenheit bieten wnrde, nahezu 
gerade Linien zu beobachten, als tatsächlich geschiebt, so würde 
doch jeder Versuch, sich anschaulich in der Aufsenwelt über die 
mannigfachen gegebenen Formen zu orientiren, die unabweisliche 
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Ursache geworrlen sein, die gerade Linie resp. den Kreis als Grund- 
lagen aller Mafsbeziehungen der Linien zu acceptiren. Auch die 
Rechnung hätte zu eben diesem Ergebnis fiihreTi müssen. Ent- 
sprechendes würde in einer Körperwelt geschehen sein, die wii' unter 
der Form des sphärischen oder paeudosphärischen Raumes aufzu- 
fassen gezwungen gewesen wären. Jedoch diese Wahraehmungen 
geben nicht den hinreichenden Grund für die Erzeugung ideeller 
Definitionen; sie machen nur verständlich, dass gerade die in' der 
euklidischen Geometrie vorhandenen Constructionsbegi-iffe von uns 
gewählt wurden. Es bleibt noch immer die Frage, mit welchem 
Recht die Geometrie ihre ideellen Mafsbeziehungen als Muster- 
bilder der tatsächlich beobachtbaren hinstellen kann, statt zuzu- 
gestehen, dass ihre Conceptionen vielmehr nur Annäherungen an 
die Wirklichkeit seien. Denn eben darin liegt der Gegensatz dieser 
scheinbaren geometrischen Willkühr gegen die unlösbare Gebunden- 
heit der nicht mathematischen Wissenschaften, dass in den letzteren 
eine entsprechende Veränderung der Grundbegi-iffc unmöglich ist, 
weil sie in ihren Cousequenzen zu der Ausmalung eines Weltbildes 
führen vriirde, das sich in dem Mafse, als es folgerichtig im einzelnen 
ausgeführt werden könnte, von den wirklichen Veränderangen der 
Körperwelt unterscheiden müsste. Die Systemsversuche des Ratio- 
nalismus, welche das Weltsystem aus wenigen apriorischen Grund- 
begriffen ohne Hilfe der Erfahrung abzuleiten vorsucliten, bieten 
ein Beispiel; denn hier wurde es notwendig, die noch ungenau con- 
cipirten Grundbegriffe als ideelle ISIusterbilder der Wirklichkeit zu 
fassen. Ehen hierher gehört die von Ramon Lull wie von Leihniz 
systematisirtc Hoffnung, durch eine ars combinatoria die Unzahl 
der einzelnen empirischen Urteile aus wenigen allgemeinen Vorder- 
sätzen rein deductiv, d. h. ohne stets nebenherlaufende Induction 
aus den Tatsachen der Erfehrung herzuleiten. Der Grund, der die 
Unmöglichkeit aller solcher Bestrebungen erweist und damit die 
Eigenartigkeit der mathematischen Entwiclctungen erklärt, liegt in 
dem Gegensatz, der die quantitativen Beziehungen der Dinge von 
den qualitativen trennt, speziell ausgedrückt, in dem Gegensatz des 
gleichartigen AiisohauungsstoiFs der Geometrie zu dem ungleich- 
artigen Material der nicht mathematischen Disciplinen. Die Ele- 
mente unserer Raumanschauung, die einzelnen kleinsten Raumteilo 
und die aus ihnen abgeleiteten Flächen- und Linienelemeute, sind 
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in sich gleichartig, ebenso wie die Eirilieiteii des Zahlbegriffs und 
der ürÖfseiibegrifEe überhaupt, da in den letzteren auch da, wo 
ursprünglich ungleichartige Elemente vorhanden waren, durch die 
Integration d. h. durch die Summirung der ins unendliche verklei- 
nerten Elemente eine solche Gleichartigkeit überall hergestellt wird. 
Die Elemente dagegen, welche den Stoff der übrigen Wissenschaften 
bilden, sind in sich ungleichartig; denn sie bestehen in den quali- 
tativ und modal verschiedenen, auf das verschiedenartigste geord- 
neten sinnlichen Empfindungen, den psychischen Zeichen der Ein- 
wirkung der Dinge. Deshalb gelingt es dem Fortschritt der Wissen- 
schaft nm- sehr allmählich, die Voraussetzungen zu finden, welche 
im Stande sind, .jene Einwirkungen für unser g^ebenes Erkennen 
zu erklären. Noch gegenwärtig fehlt viel, dass wir auch hier gleich- 
ai-tige Stoffe und Kräfte aupponiren könnten; wir kennen drei und 
sechzig Elemente in unzählbaren Verbindungen und eine Reihe von 
Bewegungserscheinungen, deren Zurückfiihrung auf anstolsende und 
abstofsende Kräfte nichts weniger als vollendet ist. Weitaus ujibe- 
stimmter noch sind die Grundlagen unserer Geisteswissenschaften. 
Jene tatsächliche Gleichai'tigkeit der geometrischen Elemente nun, 
unter der natürlich nicht hlofs die Constanz dos Krümmungsmafses 
verstanden, sondern die absolute Gleichheit der Ausdehnungs-, Mafe- 
und reinen Forraverhältnisso begriffen werden soll, macht es mög- 
lich, die geometrischen Constructionsbegriffe als Ideale zu fassen, 
da alle tatsächlichen Abweichungen von denselben nunmehr nicht 
als wesentliche Differenzen, sondern als Abweichungen von dem 
reinen Begriff gedacht werden müssen, denen die Anschauung wie 
die Rechnung in jedem gegebenen Fall streng gerecht werden kann. 
Die Idealität der geometrischen Constructionsbegriffe ist demnach 
mit dem empirischen Ursprung derselben sehr wol vereinbar, da 
sie nicht durch die Besonderheit des Entstehens, sondern durch die 
Gleichartigkeit der Ranmelemente bedingt ist. Hieraus wird deut^ 
lieh, dass auch die Allgemeinbeit und Notwendigkeit dieser Con- 
structionsbegriffe lediglich eine tatsächliche ist, nichts anderes be- 
sagt, als dass bisher alle Raumbeziehungeu der Objecto der äufse- 
ren Erfahrung durch dieselben erklärt werden konnten. Ebenso 
i-elativ ist daher auch ihre Unveränderlichkeit: keine Untersuchung 
auch der verwickeltsten Raumformen hat eine Veränderung derael- 
ben notwendig gemacht. Endlich ist nunmehr auch deutlich ge- 
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woriien, wie es niöglich ist, dass die aligemeinsten Grundbegriffe 
der Geometrie zugleich diu einfachsten Vorstellungen sind, während 
die entsprechenden Voraussetzungen der nicht mathematischen Dis- 
ciplinen zu den dunkelsten Gebieten derselben gehören. Die Gleich- 
artigkeit des geometrischen oder allgemein des mathematischen 
Mannigfaltigen macht es notwendig, dass die einfachsten Eezieliuo- 
gen desselben zugleich die allgemeinsten sind, sich in jeder, auch 
der complicirtesteu Raumform wiederfinden; die üngleichartigkeit 
des (lualitativen Mannigfaltigen dagegen macht es ebenso begreif- 
lich, dass die allgemeinsten Beziehungen desseiben erst zuletzt ge- 
funden werden können, die am schwersten verständlichen sind. Im 
ersten Fall führt der Weg der Wissenschaft vom Allgemeinen zum 
Besonderen, im letzteren umgekehrt vom Besonderen zum Allge- 
meinen. 

Doch diese Fragen fuhren bereits in das Gebiet der Methode 
hinüber, das wir nicht eher betreten dürfen, bis nicht auch ange- 
deutet worden ist, weshalb die Axiome und Definitionen der GrÖJsen- 
gleichheit, welche aus der allgemeinen Gröfsenlehi'e in die Geo- 
metrie hinüber genommen werden müssen, ebenfisUs empirischen 
Ursprungs sind. 

Wir haben oben im Anschluss an eine gelegcnthche Bemer- 
kung von HelmSioHz ais Axiome der Gröfsengleichheit die Sätze 
hingestellt: 

I. Wenn zwei Gröfsen einer dritten gleich sind, so sind 

sie unter sich gleich. 
IIa. Gleiche Gröfsen, zu gleichen Gröfsen addii't, geben 

Gleiches. 
IIb, Gleiche Gröfsen, zu ungleichen Gi^ufsen addirt, geben 
Ungleiches. 
Zur Rechtfertigung dieser Zustimmung möge zunächst darauf liin- 
gewiosen werden, dass in der Algebra ^ und in der Arithmetik ebenso 
wie in der Geometrie eine Scheidung der Grundlagen in Axiome 
und Definitionen notwendig ist, uiid dass die Axiome in den elfteren 
beiden ebenso die allgemeinen Eigenschaften des Zahlbegrifl's und 
des GröfseubegrifFs zu ejitwickeln haben, wie die geon^etrischen 



' Unter der Algol^ra iat iiitr ülicrall die Anaijs 



Hosted by 



Google 



— 163 — 

Axiome die Merkmale unseres Kaumes angeben. Da es eine ein- 
gelieuflere Untersuchung erfordern würde, diese beiden Begriffe 
näher zu bestimmen, so müssen wir uns hier begnügen, anzumerken, 
dass die obigen beiden Axiome den Grofsenbegriff bereits in Ver- 
bindung mit den grundlegenden Operationsbegriffen der Gleich- 
heit und der Addition dai-stelleii, wie dies bei den Axiomen der Eben- 
heit von der geraden Linie und dei' Winkelsumme der Fall. ^ Das erste 
spricht die aligemeinste Bedingung tui' die Gleichheit zweier Gröfsen 
aus; es behauptet, zwei Gröfsen sind gleich, wenn die Identität der- 
selben mit einer als bekannt vorausgesetzten dritten nachgewiesen 
werden kann. Denn die Gleichheit ist die Identität zweier selbstän- 
diger Gröfsen.' Dasselbe ist damit zugleich der allgemeinste Aus- 
druck der Mafs- und Zahlbeziehungen der Grö&en, sofern sie als Be- 
dingung der Gleichheit angiebt, dass die verglichenen Gröfsen sich 
auf einen gemeinsamen Mafsstab, d. i. die dritte, als bekannt voraus- 
gesetzte Gröfse roduciren lassen. Das zweite Axiom dagegen giebt 
die besonderen Gleichheitsbedingungen an, die in der fundamental- 
sten Operation der GrÖfsenwissenschaft, der Addition, aus der alle 
übrigen Operationen sich entwickeln, notwendig sind. Ein Blick 
auf die hierher gehörigen Axiome Euklids mag bestätigen, dass 
diese Bedingungen zugleich die hinreichenden Grundlagen ab- 
geben. Euklid nimmt aufser diesen, bei ihm dem ersten, zweiten 
und vierten, bekanntlich noch fünf resp. sechs auf allgemeine Gröisen- 
verMltnisse bezügliche Axiome an. Dieselben siud jedoch ausnahms- 
los in den obigen enthalten. Denn das dritte: „Gleiche Gröfsen, 
von gleichen Gi'ölsen subtrahirt, geben Gleiches" und das fünfte: 
„Gleiche Gröfsen, von ungleichen substrahirt, geben Ungleiches", 
folgen aiis dem zweiten, da die Snbtraction als die invei-se Opei-a^ 
tion der Addition aus dieser analytisch abgeleitet werden kann. 
In entsprechender Weise bezeichnen das sechste und siebente: 
„W^enn zwei Gröfsen doppelt (halb) so grofs sind, als eine dritte, 
so sind sie unter sich gleich", lediglich besondere Fälle des ersten, 
oben angeführten Axioms. Das neujite dagegen: „Das Ganze ist 



ä Wir haben deslialli an früherer Stelle, H. 12 ff„ immer nur kuvuwfg 
von DeflniLioiien, statt von Definitionen uiul Axiomen der Gröfseiigleichlieit 
gesproclien. 

- Für die Eaiinigröfsen wird sie zur CoiigriienK, 
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gröfser als jeder seiner Teile" ist ein später Folgesatz aXis dem 
obigen zweiten. Denn dasselbe ergiebt sich aus der Definition des 
Ganzen als der Summe der Teile, die bereits das zweite Axiom 
voraussetzt und dem Folgesatz aus den Begriffen der Gröfse und 
der Gleichheit; „Jede Gröfae ist sich selbst gleich". Das achte 
euklidische Axiom endlich: Wenn zwei Gröfsen mit einander con- 
gruiren (sich decken), so sind sie einander gleich, gehört, wenn der 
Begriff der Coiigruenz seiner Wortbedeutung nach genommen wird, 
in die Reihe der geometrischen Satze und enthält dann nichts als 
eine Definition der geometrischen Gleichheit, der Congruenz; wird 
derselbe dagegen in analytischem Sinne gedacht, wo die Congruenz 
nichts anderes bedeuten könnte, als die Gleichheit in der Zahl und 
Ordnung der Einheiten, so enthält es eine Tautologie. Die obigen 
Sätze umfassen demnach in der Tat das notwendige und hinrei- 
chende System der algebraischen Axiome. Da in ihnen die elemen- 
tarsten, den einfachen Constnictionsbegriffen der Geometrie ent^ 
sprechenden Operationsbegriffe der Gleichheit, sowie der Addition 
enthalten sind, so werden wir hier die Frage nach dem Ursprung 
nicht flir beide Klassen getrennt zu behandeln brauchen, wie denn 
überhaupt das Wesen der Definitionen durch die Natur der Axiome 
eindeutig bestimmt ist. ^ 

Daas die Begriffe der Gröfaengleichhoit nicht unabhängig von 
aller Erfahrung durch eine rein apriorische Synthese entspringen, 
lässt sich auf demselben Wege beweisen, den wir bereits oben ein- 
geschlagen haben. Denn auch hier kann gezeigt werden, dass nicht 
jede objective Erfahi'ung, d. i. Art der Einwirkung der von uns ver- 
schiedenen Dinge, uns zu der Bildung dieser Begriffe voranlassen 
würde. Unser Gröfsenbegriff ist empirisch, sofern er eine Einwir- 
kung der Dinge fordert, welche es uns möglich macht, die Vorstel- 
lungen von gleichartigen Objecten zu bilden, d. h. von Objecten, 
die ein oder mehrere Merkmale gemeinsam haben; er ist apriorisch, 
sofern er voraussetzt, dass unser Geist die Fähigkeit besitze, jene 
ideuhschen und differenten Merkmale zu trennen und zu verbinden. 



' Es kann nicht befremden, dass hier die Frage nach dem Ursprung 
statt der fmheren nach dem Sinn der Notwendigkeit u. s. w. der geome- 
trischen Axiome gewählt wird, da sich gezeigt hat, dass absolute Notwendig- 
keit und unbedingte Apriorität sowie relative Notwendigkeit und relative 
iliioritat (! 1 tmpnisiher Ursprung Wechselbegrifi'e sind. 
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kurz, abstracte Begriffe zu bilden. Wenn die Einwirkungen der 
Dinge so beschaffen wären, dass wir statt der Vorstellungen vieler 
gleichartiger einzelner Gegenstände eine unendliche Masse von Ein- 
drücken erhielten, deren jeder von jedem anderen spezifisch ver- 
schieden wäre — und eine solche Annahme involvirt keinen Wider- 
spruch — - so würden wir, selbst weim wir annehmen, dass unser 
Geist trotzdem die Fähigkeit des abstracten Denkens behalten 
könnte (da er sie vielmehr auf Grund der tatsächlichen Beschaffen- 
heit der Einwirkungen der Dinge ursprünglich erworben hat), den- 
noch niemals einen Grund haben, die Begi'iffe der Gleichheit, der 
Ungleichheit, der Gröfse und andere ahidiche zu bilden. Wenn es 
Zweck hätte, eine solche logische Möglichkeit im einzelnen auszu- 
malen, könnte man sagen, unser Zahlensystem würde dann lediglich 
in der Vorstellung der Einheit bestehen; denn nicht einmal den 
Begriff der unbestimmten Vielheit würden wir bilden können, da 
kein Anlass wäre, die absolut verschiedenartigen Eindrücke zu- 
sammenzufassen. Hieraus aber folgt, dase unsere Gröfsenbegriffe 
durch die Beschaffenheit der objectiven Erfahrung wesentlich mit- 
bedingt sind. 

Allerdings hat dasjenige System des Rationalismus, das die 
erkeiuitnistheoretischen Fragen der gründlichsten Prüfung unter- 
zogen hat, Kants kritischer Idealismus, einen nicht unähnlichen 
Gedankengang in seine eigenen Beweisgründe aufzunehmen gewusst. 
Derselbe findet sich in der Bearbeitung der Deduction der reinen 
Verstandeabegriffe, welche die erste Ausgabe der Kritik der reinen 
Vernunft enthält. Kant behandelt daselbst, wie bekannt, in psycho- 
logischer Entwicklung die drei Arten der Synthesis, die Synthesis 
nämlich der Appreheusion in der Anschauung, der Reproduction in 
der Einbildung und der Recognitiou im Begriffe, um auf die Be- 
dingungen a priori hinzufuhren, auf welche die Möglichkeit der 
Erfahi-ung ankommt. Er will zeigen, dass die drei subjectiven Quel- 
len, worauf die Möglichkeit der Erfahrung überhaupt und ihrer 
Gegenstände beruht, zugleich Elemente oder Grundlagen a priori 
sind, welche die Anwendung derselben auf gegebene Erscheinungen, 
d. i. den empirischen Gebrauch derselben erst möglich machen. Zu 
diesem Zweck führt er bei der Besprechung der Synthesis der Re- 
production aus, dass ihr Gesetz, demgemäTs Vorstellungen, die häufig 
dem Bewusstseiu in Verbindung gegeben werden, sich allmählich 
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1 und (liinn ciiio die andere rcprodudrcii, für sich betrach- 
tet, „blofs empirisch" sei. Dieses Gesetz aber, schliefst er weiter, 
setzt voraus, dass ia dem Munnigfaltigen der Erscheinungen selbst 
eine gewissen Regeln gemäfBe Begleitung oder Folge statt finde, die 
z. B. den Zinnober nicht bald rot, bald schwarz, bald schwer, bald 
leicht sein lasse; denn andernfalls würde die empirische Einbildungs- 
kraft „niemals etwas ihrem Vermögen Gemäfses zu tun belcom- 
men, also wie eiii todtes und uns selbst unbekanntes Vermögen im 
Innern des Gemüts vorborgen bleiben." ' Hier also ist ein Analogen 
des oben entwi<;kelten Gedankens. Kant aber folgert aus dem- 
selben: „Es muss also etwas sein, was selbst diese Reproductiuu 
der Erscheinungen möglich macht, dadurch, dass es der Grund 
a pi-iori einer notwendigen synthetischen Einheit derselben ist." 
Der Gedanke wird also idealistisch gewendet. Die Regel der Ver- 
knüpfung durch die Einbildungskraft ist auf Principien a priori ge- 
giTindet, weil die Erscheinungen „das blofse Spiel unserer Vor- 
stellungen sind, die am Ende auf Bestimmungen des inneren Siu- 
nos auslaufen." Dui-ch diese Wendung ist das Verhältnis jenes Ge- 
dankens zum Rationalismus zugleich kiitisirt. Da Kant trotz aller 
Anerkennung, dass es notwendig sei, die Formen der Sinnlichkeit 
mid dos Vorstandes auf mögliche Erfahiung zu beschmnkeu, durch 
den Rationidtsmus seiner Kategorienlehro gezwungen ist, jeden be- 
stimmenden Einfluss derselben auf diese Formen zu loi^nen, so 
wird er liier und überhaupt überall da, wo er sich mit diesem tat- 
sächlichen Einfluss auseinander zu setzen liat^, zu einer idealisti- 
schen Wendung seines Empirismus genötigt, welche die Berech- 
tigung seiner Fassung des A priori aufhebt, da sie die olijectivo 
Erfahrung eliminh-t, gleich nichts setzt. Kant konnte jenes Argu- 
ment, das einen positiv bestimmenden Einfluss der Er^ning auf 
die psychischen Formen zugesteht, daher in soineu Gedankenkreis 
nicht aufnehmen, ohne in einen unlösbaren Widei-spmch mit seinen 
nitionalistischen Voraussetzungen nn geraten, da diese den Idoiilis- 
nms ausschliefsen, der die Begiiffsbestimmung des Ä prioii illuso- 
risch madien würde. Für unseren gegenwärtigen Zweck goht dai'aus 
hervor, dass jenes Argument durch keine rationalistische Umdou- 

' Kant's Werke, fteransg. von JTarfenstein. M. III. S, 5(i8 ff. 
^ Man vgl. S. 101 dieser Schrift. 
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tiing, die immer im wesentlicbeu doiiscüjeii Wog einsclilagen müssto, 
den Kant genommon hat, um seino Beweiskraft für Jon EmpirisinuB 
gebracht werden kann, dass also auch die Begriffe der Gröfsen- 
gleichhoit empirischen Ui-apruiigs sind, und somit auch die reine 
Matliematik ähnlich wie die Geometrie eine empirischo Wissen- 
schaft ist. 

Da^ aber diese Gleichartigkeit des Ursprungs der Grund- 
hegriffe aller Wissenschaften die Geometrie nicht in oben dem 
Sinne zu einer empirischen Disciplin macht, wie die Wissenschaften 
der Qualität, bestätigt sich auch, sobald wir das Verhältnis der 
geometrischen Methode zu den methodologischen Pi-incipien jener 
Disciphnen untersuchen. Dui'ch zwei Momente wird dieses Verhält- 
nis, wie oben schon angedeutet*, näher bestimmt. Der Aufbau 
der Geometrie bedai'f selbst in seinen verwickeltsten und entlegen- 
sten Teilen keiner anderen iLitcrialien als einesteils der Definitio- 
nen und Axiome, andemtcils der reinen d. h. unbestimmt erfüllten 
Raumvoi-stellung; von den Fortschritten der Erfalrmngserkenntnis 
ist er sachlich unabhängig. Dazu kommt, diiss die Geometrie im 
Stande ist, auch die fernliogendsten Ei-gebnisse auf streng deduc- 
tivem Wege zu erhalten, und deshalb jedem ihrer Sätze dieselbe 
Allgemeiniioit, Notwendigkeit und Unveranderlichkoit zu gewähren, 
die sie iur ihre Grundlagen bosmspruclit. 

Die erste dieser Differenzen ist nicht selten von empiristischer 
Seite wie von rationalistischer falsch aufgefasst worden. Man hat 
behauptet, die Geometrie sei ehie analytische Wissenschaft, die in 
den wenigen allgemeinen Voraussetzungen jeden besonderen Ijohr- 
satz dunkel enthalte. Jeder Fortschritt der Entwicklung sei eine 
genauere Analyse ihres Inhalts. Es gehört nicht zu den geringsten 
Verdiensten Kants, dieses Vorurteil vernichtet zu haben, indem er 
zeigte, dass die Geometrie wie jedei' Zweig der Mathematik den 
Erfahrungswissenschaften insofern gleiche, als sie ebenfalls synthe- 
tisch sei. In folgendem Sinne ist dies zweifellos der Fall. Jeder 
einzelne geometrische Lehreatz bedarf zu seiner Auffindung wie zu 
seinem Beweise nicht blofs der Axiome und Definitionen, sondern 
auch der Combination von Raumbegriffen. Aus dem Bögriff der ge- 
raden Linie und dem Axiom, dass zwischen zwei Punkten nur eine 

' Man vgl. S. iH'J dieser Schrift. 
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gerade Litiio möglich sei, lässt sich gar nichts folgern, als eine Reihe 
von Sätzen, die alle mit diesen Voraussetzungen identisch sind, wie 
die Behauptung, dass die willlciihi'Iicheii Grenzpuukte der geraden 
Linie einem Linearolement angehören, dessen Krümmung gleich 
Null ist. Erst die Anschauung der anderen, möglichen Verbin- 
dungslinien zweier Punkte im Räume und die Vergleichung ihrer 
GrÖfsenbeziehungen führi zu dem Satz, dass die gerade Linie der 
küi-zeste Weg zwischen zwei Punkten sei. In diesem Satz und 
ähnlich in allen geometrischen Lelu'sätzen ist sogar eine doppelte 
Synthesis enthalten: Erstens eine geometrische, sofern der Begriff 
der geraden Linie mit dem Begriff der anderen möglichen Verbiu- 
bindungelinien, oder genauer ein anschaulicher Vorstellungsreprä- 
sentant jenes Begriffe mit den entsprechenden Anschauungen dieser 
verglichen wird; zweitens eine analytische, sofern behufs dieser Ver- 
gleichung jede dieser Linien unter den Begriff der Gröfse sub- 
sumirt, sie demnach auf die Axiome und Definitionen der Gröfsen- 
gleichheit bezogen wird. Weder der Begriff der gebrochenen oder 
krummen Linie, noch also auch die Vorstellung irgend eines Gröfsen- 
verhältnisses zwischen ihnen und der Geraden ist in der Definition 
oder dem Axiom der letzteren vorhanden. Kant hat sich selbst um 
eine schnellere Anerkennung seiner Entdeckung gebracht, weil er 
seine richtige Wahrnehmung, wie die von ihm gebrauchten Beispiele 
lehren, falsch anwendete. Denn ein unglücklicheres Beispiel, als die 
Bemerkung, dass die Behauptui^ 7 + 5 = 12 ein synthetischer 
Satz sei, hätte er kaum finden können. Sobald der Begriff der 
Summe und damit die Operation der Addition als bekannt voraus- 
gesetzt wird, kann nur jene Befangenheit der Auffassung, die allein 
bei dem Entdecker neuer Wahrheiten verzeihlich ist, den analy- 
lytisehen Charakter dieses Satzes übersehen. Alle sachhchen Ein- 
wendungen, die dem Schöpfer der wissenschaftlichen Erkenntnis- 
theorie wegen seiner Eintheilung der Urteile in synthetische und 
analytische gemacht worden sind, beruhen auf einem Verkennen 
des Gesichtspunktes, der derselben zu Grunde liegt. Nur um die 
erkenntnistheoretische Frage handelt es sich, ob eine Erweitening 
unserer Erkenntnis möglich ist, die nicht dadurch vollzogen würde, 
dass irgend ein neues Prädicat, das in dem vorherigen Wissen nicht 
enthalten war, einer Begriffsreihe eingefügt wird. Der Unterschied 
ist deshalb, psychologisch betrachtet, allerdings eiu flüssiger. Der- 



Hosted by 



Google 



— 169 - 

selbe bezieht sich eben lediglich auf das Verhältnis eines Prädicats 
zu dem ganzen Wissensstand. War es in dem letzteren bereits en1>- 
halten, kann es also denselben blofs erläutern, so ist das Urteil 
analytisch; war es demselben dagegen noch fremd, so erweitert es 
ihn und das Urteil wird synthetisch. 

Wenn wir dies auf das Verhältnis eines geometrisehen Lehr- 
satzes zu den ihm vorhergehenden übertragen, so wird der Grund 
ihrer Aufeinanderfolge ersichtlich. ' Der synthetische Charakter der 
geometrischen Sätze liegt darin, dass in jedem einzelnen eine Ueber- 
tragung der Axiome auf neue Complicationen der Constructions- 
begriffe stattfindet. Jeder Beweis zielt doshalb, wie schon früher 
erwähnt, darauf ab, die in dem Lehrsatz angegebenen Mafsbeziehun- 
gen auf die einfachsten Mafsbeziehuugen, wie sie in den (auf die 
elementaren Definitionen schon bezogenen) Axiomen enthalten sind, 
zu übertragen. Aufgabe der geometrischen Entwicklung ist es dem- 
nach, das System ihrer Lehrsätze so zu ordnen, dass jeder folgende 
eine complicirtere Darstellung möglicher Mafsheziehungen wird, und 
ihre Beweise so zu fuhren, dass jeder folgende an die Stelle keines 
frühereu jgebracht werden kann, ohne die gegenseitigen Bezugnah- 
men zu verwirren. Eine strenge Darstellung der Geometrie wird 
demnach z. B. zuerst diejenigen Lehrsätze behandeln, die lediglich 
von dem Axiom der Congruenz abhängen, und deshalb allen drei 
Geometrien der constanten gekrümmten Bäume gemeinsam sind. 
Sie wird dann diejenigen nehmen, die wie die aeht und zwanzig 
ersten Sätze Euklids, sowie einzelne bereits von Bolyai bestimmte 
andere • lediglich aus dem Axiom der geraden Linie herleitbar sind, 
also unserem ebenen Raum und dem pseudosphärischen zugleich 
zukommen. Darauf erst dürfen diejenigen folgen, welche auch das 
Axiom von der Winkelsurame in Anspruch nehmen. Auch die Geo- 
metrie allerdings kennt identische Lehrsätze, sofern jeder einzelne 
sich umkehren lässt. Durch diese aber findet auch keine Erwei- 
terung der Erkenntnis statt. Selbst dann ist dies nicht der Fall, 
wenn etwa die Umkehrung sich elementar nur auf indirektem Wege 
eiTveisen lässt. Denn der indirekte Beweis gewährleistet die Not- 

' HolhL a a O S. 75 führt mehrere derselben aiif, z. B. die Constriie- 
tionen des regelmafsigen Vier-, Acht-, Seclizehnecks u. s. w., sowie die den 
adil uüd zwiiizig crotcn Sälaeii Euklids coiTcspondircndeii Ki-cissiitKc. 
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Vorgang als eindeutig durch molekulare Bewegungeji bestimmt an- 
zusehen. Diese Analogie hört auf bei den normativen Geisteswissen- 
schaften, welche in Folge der Besonderheit der Bewusstaeinsvor- 
gänge aus der allgeineiueii foramleii Geisteswissenschaft, der Psy- 
chologie, entstehen. Die Probleme der Logik, der Erkenntnistheorie, 
der Ethik und Aesthetik, vertragen als solche, d, h- abgesehen von 
ihren tatsächlichen Grandlagen, keine mathematische Behandlung. 
Nur das Sein, niclit das Sollen bildet einen Gegenstand der Ma- 
thematik. 
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